
MAT120：论证 第5讲讲义
数字与计数

今天我们将学习三讲代数课中的第二讲。事实上，这一讲会比较有趣，因为我们会稍微离开代数
本身，转而研究“数”和“计数”这两个概念。听起来这也许像是一个很傻的话题，但我可以向你保
证，它一点也不傻。到这一讲结束时，你会理解前沿数学家是如何思考这些概念的，而且我还会
介绍一些你可能从未听过的、极其出人意料的数学内容。
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1 其其其他他他数数数制制制中中中的的的计计计数数数

在前面的课中，我讨论过“符号”和“意义”之间的区别（比较正式的说法是“语法”和“语义”）。在任
何语言中，都有一些符号，而这些符号带有某种解释。我们看到，命题逻辑也不例外：在这种“形
式语言”中，有符号（字母、联结词、括号），而这些符号的意义由它们所携带的真值来解释。在
某种意义上，我们的数字系统也同样属于语言的范畴：有符号（1、2、3，等等），而这些符号带
有意义。例如，符号“3”的意思就是三个。在本节中，我们会看到，我们使用的数字符号其实有多
么随意。

1.1 数数数字字字符符符号号号简简简史史史

在历史上，人类曾经用过许多不同的方式来表示数。我们目前掌握的最早证据表明，数的最早表
示方式可能是“刻痕系统”，也就是用一组线条来记录数量。刻痕系统最早的例子之一来自大约公元
前20000 至25000 年：伊尚戈骨。它发现于今天的刚果，是一根动物骨头，上面刻有许多凹痕。骨
头的一端还嵌有一块可拆卸的石英晶体，这说明这很可能是一种有明确目的的实践。有人推测，
这些刻痕代表月相周期，或者可能用于记录月经周期。虽然我们最终永远无法完全知道历史的秘
密，但我们也可以有趣地猜测一下：也许最早被我们知道的数学家，是非洲的女性。

快速跳过漫长的历史之后，世界各地又独立产生了许多其他类型的计数系统。在古代中国，现代
汉字书写系统的早期形式正在出现，它也起初像一种用于表示较小数量的刻痕系统。巴比伦、古
希腊、古罗马和印度也都出现过书写数字的系统，而且它们看起来彼此非常不同。不过，这些系
统中的许多在表示小数时，都是从类似刻痕的方式开始的。到了大约数字4 之后，单纯用数量本身
来表示一个数就变得麻烦且低效，所以人们引入了更加抽象的符号。在下表中，请观察古代世界
在书写1, 2 和3 时的相似之处。

文化 最早证据 1 2 3 4 5

伊尚戈骨 ∼公元前20000 年

巴比伦 ∼公元前2000 年

埃及（僧侣体） ∼公元前2500 年

中国（甲骨文） ∼公元前1200 年

中国（算筹） ∼公元前200 年

雅典（阿提卡） ∼公元前500 年

罗马 ∼公元前500 年 I II III IV V

中美洲 ∼公元前300 年
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1.2 数数数制制制的的的基基基数数数

在现代世界中，最常见的书写系统使用我们熟悉的符号：0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9。这个书写系统叫
作“印度-阿拉伯数字系统”，因为它混合了古代阿拉伯和印度的数字系统，并在中世纪传入欧洲。
我们用来表示数的符号本身是任意的，它们完全可以长得不一样，而数字系统仍然可以正常运
作。印度-阿拉伯数字的力量并不在于这些符号本身，而在于它们背后的系统。接下来我们会对此
作一些详细讨论。

考虑一个像2173 这样的数。在脑海里，我们把它读成“两千一百七十三”。我们可以把它在数学上
拆开：

2173 = 2× 1000 + 1× 100 + 7× 10 + 3.

所以事实上，我们表示数的方式是通过10 的幂来完成的。为了让这一点更清楚，请记得1 =
100，100 = 102，而1000 = 103。于是我们可以把2173 改写为10 的幂的组合：

2173 = 2× 1000 + 1× 100 + 7× 10 + 3 = 2× 103 + 1× 102 + 7× 101 + 3× 100.

事实上，当我们书写数字时，是从右往左把数字放在越来越高的10 的幂所对应的列中。这样的数
学系统叫作“十进制”，因为10 是决定每一列如何工作的基本数字。在十进制计数系统中，有十个
独特的数字符号（即0, 1, · · · , 9），它们会在一个数位中依次出现。

1.2.1 外外外星星星人人人

我们使用十进制进行数学运算是有充分理由的：人类有10 根手指，所以用手指数数对我们来说
非常自然。不过，从数学角度看，完全没有什么特殊理由一定要坚持使用十进制。为了看清这一
点，让我们考虑下面这个想法。

想象在遥远星空中的某颗行星上生活着一种外星人。这些外星人很奇怪，身体也和我们不同：他
们有两条手臂，但每只手只有4 根手指。我们可以想象，这个外星物种也许会像我们一样学会计
数：他们会沿着自己的外星手指一个个数过去，直到数到最后一根手指，然后才进入书写系统中
的新一列。但是，因为他们每只手只有4 根手指，所以这些外星人会在第8 根手指处停下，然后在
下一列重新开始。

举个例子，我们现在展示这些外星人会如何用一种完全不同的方式写出数2173。他们不会把2173
表示成10 的幂之和，而会把它分解成8 的幂之和：

2173 = 2048 + 64 + 56 + 5

= 4× 83 + 1× 82 + 7× 81 + 5× 80

每增加一个8 的幂，就会给我们一个新的数位，而前面的乘数就给出了同一个数的另一种数字表
示，也就是我们称为“2173”的那个数。按照外星人的系统，“两千一百七十三”因此会在八进制中写
成“4175”。

在这些外星人看来，他们也许会觉得我们这些“奇怪的人类”居然使用十进制！他们可能会说类
似“glib glob glib glob”的话，用英语表达就是“哇，那些人类数数真奇怪. . . . . .他们在7 后面还多用
了两个符号，并且继续用它们数下去！”。那么，到底谁是正确的呢，是我们，还是他们？答案是
两边都不是在使用某种“宇宙通用”的系统。我们只是选择了一种适合我们的系统而已。
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1.2.2 其其其他他他基基基数数数

希望前面的例子已经说明，完全没有理由一定要坚持十进制。一般来说，我们也可以选择另一个
基数，把它叫作b，然后把“2173”转换成一个b 进制数，方法是把它写成b 的递增幂的和：

2173 = ak × bk + ak−1 × bk−1 + · · ·+ a1 × b+ a0 × b0.

根据b 的大小，我们需要或多或少的b 的幂来凑出2173。这样，2173 转换成b 进制之后就会写
成：akak−1 · · · a1a0（b 进制）。还要注意，在b 进制中，我们唯一可能使用的数字是0, 1, . . . , (b −
1)。

例例例

我们考虑数211（十进制），并把它写成五进制。为了把211 写成五进制，我们首先需要把
它表示成5 的递增幂之和。首先，我们回忆52 = 25，53 = 125，而54 = 625。因为数211 小
于54，所以为了用五进制表示211，我们不需要一直用到5 的第4 次幂。因此，我们预期所需
的和为：

211 = a3 × 53 + a2 × 52 + a1 × 51 + a0 × 50

= a3 × 125 + a2 × 25 + a1 × 5 + a0 × 1.

从这里开始，我们注意到2× 125 = 250，这比211 大，所以在这个和中只需要使用一个125。
这意味着a3 = 1。接下来，我们取差211− 125 = 86，然后尝试写成

86 = a2 × 52 + a1 × 51 + a0 × 50.

同样，我们从最大的可用幂开始，也就是52 = 25。我们观察到4× 25 = 100，但3× 25 = 75，
所以为了凑出86，我们需要使用3 个52 = 25。这意味着a2 = 3。现在我们重复这个推理，取
差86− 75 = 11。我们现在想表示11 = a1 × 51 + a0 × 50。幸运的是，我们看到11 = 2× 5+ 1，
这意味着a1 = 2 且a0 = 1。把这些放在一起，我们得到

211 = 1× 53 + 3× 52 + 2× 51 + 1× 50

= 1× 125 + 3× 25 + 2× 5 + 1× 1

因此，我们把211 写成五进制中的“1321”。

1.3 二二二进进进制制制计计计数数数

我们接下来研究二进制计数的思想。“binary”这个词最终来自拉丁词“bini”，意思大致是“两个东
西在一起”。现代英语中的前缀“bi”也来自这里，例如bicycle、biannual、binoculars 等等。在我们
的语境中，二进制计数系统就是以2 为基数的计数系统。这意味着b = 2，因此用于计数的数字
只有两个：0 和1。换句话说，在二进制系统中，我们只使用0 和1 的组合来表示所有其他数。
例如，“11”表示“三”，而“101”表示“五”。当然，我们通常能用十进制写出的任何数，也都可以“翻
译”成二进制。
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1.3.1 将将将十十十进进进制制制转转转换换换为为为二二二进进进制制制

前面我们看到
2173 = 2× 103 + 1× 102 + 7× 101 + 3× 100.

在这种情况下，数2173 可以通过把10 的幂相加来描述，而且这种描述是唯一的。如果我们想改成
二进制，就必须把这些“10n”项替换成“2n”项。因为2 小于10，所以我们可以预期，可能需要超过3
个2 的幂才能一直凑到2173。事实上，使用计算器可以确认：

2173 = 2048 + 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 1.

更明确地写出来，我们必须一直用到2 的第11 次幂才能表示2173：

2173 = 1× 211 + 0× 210 + 0× 29 + 0× 28 + 0× 27

+ 1× 26 + 1× 25 + 1× 24 + 1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20.

所以，为了把2173 改写成二进制，我们必须连续使用十二个数字。2173 的二进制表示因此
是100001111101（二进制）。

请注意，2 的幂前面的每个倍数只会是1 或0。为什么？因为如果我们试图乘以一个更大的数（比
如2），那么它就会直接变成下一个2 的幂，并被下一位吸收。

1.3.2 一一一般般般规规规则则则

转换成二进制的一般规则是，尝试把这个数写成2 的递减幂之和。每个2 的幂前面的数字要么
是1，要么是0，而这些数字就构成了你一开始的十进制数的二进制表达。

要把数转换成二进制，我们遵循第1.2.2 节例子中给出的一般方法。例如，假设我们想把17 写成二
进制。2 的幂是1, 2, 4, 8, 16, 32, . . .。正如我们所见，17 介于16 和32 之间，所以为了用二进制表
示17，我们不需要一直用到32。事实上，我们看到17 = 16 + 1，所以把17 用所有对应的二进制位
写出来就是：

17 = 1× 24 + 0× 23 + 0× 22 + 0× 21 + 1× 20.

因此，17 的二进制表达是10001。

练练练习习习

把下面这些数写成二进制。

1. 4
2. 7
3. 5

解解解答答答

4 = 1× 22 + 0× 21 + 0× 20 所以写作100（二进制）

7 = 1× 22 + 1× 21 + 1× 20 所以写作111（二进制）

5 = 1× 22 + 0× 21 + 1× 20 所以写作101（二进制）
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1.3.3 二二二进进进制制制的的的优优优点点点

我们用二进制数到3：0,1,2,3 会变成00, 01, 10, 11。如果我们把这些排成一行，就突然得到了一
个看起来很像真值表的东西。说得更清楚一些：让我们假装0 = F 且1 = T。那么“FF, FT, TF,
TT”其实就是在用二进制从0 数到3！

这不是巧合：计算机使用二进制数作为一种计数方式：0 = “关”，1 = “开”，它们是电信号可能处
于的两种状态（高电压/ 低电压）。计算机通过逻辑来解释这些开/ 关信号。组合信号并利用这些
组合产生新信号的规则只有很少几种，所以现代计算机实际上由数以百万计的微小机器组成，这
些机器有一个特殊名称：逻辑门。逻辑门只有少数几种，而且它们的工作方式与我们之前的真值
表完全一样。这就是为什么我们用鸟居门来解释真值表：在计算机内部，确实有数以百万计的微
小部件，它们的行为就像真值表一样。所以，二进制计数的整个思想对计算机非常有用。

1.4 其其其他他他进进进位位位系系系统统统

历史上曾经有很多不同类型的进位系统：例如，巴比伦人使用六十进制计数。现在看来这也许有
点奇怪，但在当时他们非常高产。巴比伦人创造了各种数学和科学系统，其中一些在几千年后的
今天仍然被我们使用。例如，一个圆有360 度，是因为巴比伦人；一小时分为60 分钟，一分钟分
为60 秒，也是因为巴比伦人。

计算机还使用另一种计数系统：十六进制，也叫作“hexadecimal”。原因是计算机喜欢用2 的幂的组
合来计数，因为这对它们来说更加高效。在这种情况下，我们会遇到一个有趣的问题：因为我们
通常只用十进制计数，所以只有10 个书写数字的符号，也就是0,1,2,3,4,5,6,7,8 和9。如果我们使
用十六进制计数，就会发现符号不够用了。因此，我们必须使用其他符号来表示十六进制中的10
到15。最常见的系统是使用大写字母A,B,C,D,E 和F，也就是A=十，B=十一，依此类推。这就是
为什么在Photoshop 这样的计算机程序中，颜色会用类似“0FA123”这样的数据串来表示，因为这实
际上是一个十六进制数。

2 组组组合合合的的的计计计数数数

假设你刚吃完早餐，正在决定今天穿什么。你有5 件不同的衬衫和3 条不同的裤子可供选择。用这
些选项，你能搭配出多少套不同的衣服？

我们用一些数学记号把这件事说清楚。我们把五件不同的衬衫标记为s1, s2, s3, s4, s5，把3 条不
同的裤子标记为t1, t2, t3。一套衣服由每一类中各选一个组成，所以它可以写成一个有序对。例
如，(s3, t2) 表示你选择了第三件衬衫和第二条裤子。现在假设我们决定选择第一件衬衫s1。我们
看到，关于衣服搭配有三种选择，对应三条不同的裤子：(s1, t1), (s1, t2) 和(s1, t3)。同样，如果我
们选择第二件衬衫，那么也有三种可能的搭配，即(s2, t1), (s2, t2) 和(s2, t3)。这个推理对所有可能
的衬衫都成立，所以我们可以把所有选项排列成一个网格：

(s1, t1) (s2, t1) (s3, t1) (s4, t1) (s5, t1)

(s1, t2) (s2, t2) (s3, t2) (s4, t2) (s5, t2)

(s1, t3) (s2, t3) (s3, t3) (s4, t3) (s5, t3)

正如你所见，这个网格中的总数正好是15，也就是可能的衬衫数量乘以可能的裤子数量。
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这个“乘法规则”一般都适用：如果你分两个阶段作选择，那么可能结果的数量就是第一阶段选择数
与第二阶段选择数的乘积。用符号来说：如果第一步中的每一个m 种选择，在第二步中都有n 种
选择，那么组合总数就是m · n。这个规则也适用于由两个以上阶段组成的选择，下面的例子展示
了这一点。

例例例

考虑一个命题公式(p ∧ q) → (r ∧ (s ∨ t))。在这个公式中，有5 个命题变量，每一个都可以取
值T 或F。(p ∧ q) → (r ∧ (s ∨ t)) 的真值表会考虑这些命题变量可能取到的所有T 和F 的组
合，然后在每一种情况下计算该公式的真值。在这个例子中，每个变量字母有两个可能的“选
择”，即T 或F，而总共有5 个字母。因此，可能性的总数是2× 2× 2× 2× 2 = 25 = 32。这意
味着，与公式(p ∧ q) → (r ∧ (s ∨ t)) 相关的真值表需要32 行。

接下来，我们将研究更复杂的情形。在这些情形中，连续作出的选择会改变可能性的数量，因此
也会改变可能组合的数量。

阶阶阶乘乘乘记记记号号号

在进入其他内容之前，我们首先需要引入一个新的记号：阶乘。简而言之，阶乘是一种运算，它
把一个正整数与所有比它小的正整数相乘，一直到1为止。例如，“4的阶乘”就是4×3×2×1 = 24，
而“8 的阶乘”就是8× 7× 6× 5× 4× 3× 2× 1 = 40320。我们停在1，是因为如果停在0，那么就会
乘以0，而答案也会变成0。我们用感叹号来写阶乘记号，也就是说，“n 的阶乘”在数学上写作n!。
当n 大于2 时，阶乘n! 总是大于n 本身，而且通常会大得多。

2.1 用用用8 名名名学学学生生生和和和8 把把把椅椅椅子子子计计计算算算排排排列列列数数数

假设O’Connell 博士有一个新班级，里面有8 名学生。他的教室里有8 把椅子。O’Connell 博士决定
通过把学生分配到教室里的椅子上，来创造一种“座位安排”。例如，下面的图片包含两种可能的座
位安排。

把8 名学生分配到教室里的8 把椅子上，一共有多少种方法？换句话说，一共有多少种可能的“座
位安排”？我们现在来计算这个数。

• 第第第一一一把把把椅椅椅子子子：：： 因为有8 名学生，所以第一把椅子有8 种不同的学生选择。换句话说：第一把椅
子有8 种可能选择。因此，O’Connell 博士选择一名学生，让他坐在第一把椅子上。

• 第第第二二二把把把椅椅椅子子子：：： 因为已经有一名学生坐在第一把椅子上，所以现在只有7 名学生可能坐在第二把
椅子上。同样，O’Connell 博士选择一名学生，让他坐下。

• 一一一般般般过过过程程程：：： 如果我们一次又一次重复这个过程，每把椅子上坐一名学生，我们会看到，这个过
程不断把选择数量减少1。最终，当7 把椅子已经分配完后，只剩下一种可能选择：最后一名学
生必须坐在最后剩下的椅子上。因此，可能选择的数量由阶乘给出：8×7×6×5×4×3×2×1 = 8!
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一般来说，如果我们有n 个东西，并且考察它们的排列或重新排列方式，那么一共有n! 种可能组
合。例如，一副普通扑克牌有52 张牌。如果我洗牌，我就创造了一种新的排列，也就是这些牌
处在不同的顺序中。那么，这些牌有多少种不同的洗法？答案是52!，这是一个巨大到难以想象的
数。52! 近似等于8.07× 1067。作为参考：地球上的沙粒数量“只有”7.6× 1018，宇宙中的恒星数量
大约是4× 1023，而一杯水中的原子数量约为2.5× 1025。

2.2 用用用8 名名名学学学生生生和和和5 把把把椅椅椅子子子计计计算算算排排排列列列数数数

现在假设O’Connell 博士的教室里只有5 把椅子。所以，如果他想让8 名学生坐下，那么只有5 名
学生能坐下，其余3 名学生必须站着。我们的下一个问题是：我们有多少种可能的方式让8 名学生
中的5 名坐下？下面画出了两种这样的安排。

我们可以重复之前的推理，并看到第一把椅子有8 种选择，第二把椅子有7 种选择，依此类推。
不过，因为现在只有5 把椅子可以分配，所以我们必须在分配5 把椅子之后停止，而不是一直分
配到8 把椅子。这意味着答案不会是8!，因为我们并不关心最后那3 名必须站着的学生如何排列。
相反，答案只需要乘前5项，因为只有5把椅子可用。答案是：8×7×6×5×4种可能的座位安排。

一般来说，令n 为学生数量，r 为椅子数量。我们把这n 名学生安排到r 把椅子上的方法数可以用
公式

n!

(n− r)!
.

来计算。我们除以(n− r)!的原因是，n!这一项数得比我们想要的更多：我们并不关心那(n− r)名
必须站着的学生如何排序。因此，我们除以(n− r)! 来从总计数中去掉这些组合。为了检查一下，
令n = 8 且r = 5。那么：

n!

(n− r)!
=

8!

3!
=

8× 7× 6× 5× 4× (3× 2× 1)

(3× 2× 1)
= 8× 7× 6× 5× 4,

这与我们之前得到的答案相同。这些“重新排列”在数学中实际上叫作“排列”。把n 个对象放入r 个
位置的所有排列数量写作Pn,r，有时也写作P (n, r)，其公式为：

P (n, r) =
n!

(n− r)!
.

2.3 选选选择择择的的的计计计数数数

在讨论排列时，我们关心学生被安排的顺序。也就是说，O’Connell 博士会把所有椅子排成一列，
然后通过说“你第一个，你第二个，. . . ”来分配不同的学生。我们可以想象，也许还有另一种做
法：更一般地说，O’Connell 博士也许只是选择r 名学生，而不关心他们在椅子上的顺序。这就相
当于从8 名学生中选择5 名学生。下面画出了两种这样的选择。
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事实上，我们也可以数“从n 个对象中选择r 个对象的所有可能方式”。这些选择不是排列，因为
在这种情况下我们并不关心它们的顺序。相反，这些选择只是从这一组中挑出一些成员，仅此而
已。

2.3.1 组组组合合合公公公式式式

从n 个对象的集合中选择r 个对象，一共有多少种可能选择，有一个公式可以计算。在数学中，我
们把所有这些不考虑顺序的选择叫作“组合”。我们用记号Cn,r 表示从大小为n 的集合中选择r 个东
西的方法数。Cn,r 的公式与P (n, r) 的公式非常相似。它由下面的式子给出：

Cn,r =
n!

r!(n− r)!
.

这里，我们基本上先有P (n, r) 的公式，然后再额外除以一个r!。为什么要这样做？在P (n, r) 的情
况下，我们问的是有顺序的组合，而同一个r 个对象的选择可以按r! 种不同方式排序。然而，在无
序组合中，我们实际上并不关心这r! 种排序，所以我们用总公式除以r!，从计数中去掉这些选择。

2.3.2 帕帕帕斯斯斯卡卡卡三三三角角角形形形

对于较小的n 和r，我们可以把Cn,r 的值排列成一个三角形。三角形的顶部是C0,0 = 1，下一行
是C1,0 = 1 和C1,1 = 1。但是，一旦我们继续添加更多行，事情就开始变得有趣了。在下图中，每
个Cn,r 的值都被写成三角形的形式。

第0行： 1

第1行： 1 1

第2行： 1 2 1

第3行： 1 3 3 1

第4行： 1 4 6 4 1

第5行： 1 5 10 10 5 1

...
...

C0,0

C1,0 C1,1

C2,0 C2,1 C2,2

C3,0 C3,1 C3,2 C3,3

C4,0 C4,1 C4,2 C4,3 C4,4

C5,0 C5,1 C5,2 C5,3 C5,4 C5,5

...

请注意，三角形中的每一个数都由它上方的两个数相加得到。例如，第4 行中的“6”（用红色标
出）就是由第3 行中它上方的“3”和“3”相加得到的。通过应用这个加法规则，我们可以形成任意多
的新行。

请注意，每一行由Cn,r 中的“n”编号，而该行中的各项则通过让r 在0 到n 之间取不同值来得到。
这意味着我们不一定需要直接计算Cn,r 的值，而可以直接从这个三角形中读出它的值。
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3 子子子集集集的的的计计计数数数

几讲之前，我们看过一个例子：上帝把世界上所有对象排成一排，并把它们放进盒子里。例如，
上帝有一个装着所有吉他的盒子，一个装着所有泡菜的盒子，等等。我们用这个例子来引出“量
词”的讨论。量词是一类小小的语言工具，它们允许我们“往这些盒子里面看，并检查里面的东
西”。事实上，这个类比当时是有意保持非正式的。在现实中，我们脑海中的盒子并没有清楚而精
确的“边界”，所以很难恰当地分类对象。例如：什么东西应该放入所有椅子的盒子中？凳子算椅子
吗？椅子的画算椅子吗？树桩算椅子吗？坏掉的椅子又算吗？

在数学中，一切都以理想化的方式被精确定义。因此，我们可以避免定义不清的概念，并且可以
使用明确的、定义良好的盒子来分类对象。在最简单的解释中（也就是我将介绍的解释），这
些“盒子”叫作“集合”，而它们是现代数学的基础。

3.1 什什什么么么是是是集集集合合合？？？

朴素地说，一个集合就是一组无序对象，很像一个盒子。集合本质上没有什么额外结构，它只
由它所包含的元素来定义。我们用花括号{ 和} 来书写集合。所以，包含数字2, 4 和5 的集合写
作{2, 4, 5}。顺序完全不重要，所以同一个集合也可以写作{4, 2, 5} 或{5, 2, 4}。如果一个对象属于
某个集合，我们就称它为这个集合的一个“元素”。因此，在我刚才给出的例子中，集合{2, 4, 5} 的
元素是2, 4 和5（也只有这些）。

3.2 集集集合合合的的的规规规则则则

集合有许多规则和有趣性质，研究集合及其规则的领域叫作“集合论”。这是一个非常有趣的主题，
不过在这门课中，我们只关心如何数这些东西，所以不能太深入地讨论集合论。对我们的目的来
说，有几条重要规则需要说明。

规规规则则则1: 集合只由其中的对象定义，而且同一个对象不能出现两次。这意味着集合{1, 1, 2} 与集
合{1, 2} 是同一个集合。所以我们的第一条规则是：不要把同一个对象写很多次。

规规规则则则2: 有一个基本对象，它是不包含任何东西的集合。非正式地说，你可以把它想象成这
样：{}。这叫作“空集”，因为里面什么都没有。我们用符号∅ 表示空集。

规规规则则则3: 集合基本上可以包含任何数学对象，包括集合本身！我们用多重括号来书写这种情况：记
号{1, 2, {3, 4}} 表示一个有三个元素的集合：1、2 和集合{3, 4}。

规规规则则则4: 一个集合不能把它自己作为元素包含进去。

事实上，集合实际上有相当多的规则。有兴趣的读者可以了解公理化集合论，例如策梅洛-弗兰克
尔集合论。不过，因为我们这里只是非常轻地讨论这些内容，所以我们只采用非正式的集合处理
方式。

3.3 子子子集集集的的的计计计数数数

顾名思义，“子集”是另一个集合，它只包含我们一开始集合中的一部分元素。说得更精确一些：如
果X 的每一个元素也都在Y 中，那么集合X 就是集合Y 的一个子集。例如，集合{2, 4} 是{2, 4, 5}
的一个子集。
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练练练习习习

令X = {a, b, c, d}。下面这些集合是不是X 的子集？请用是或否回答。

1. {a, b}
2. {c, e}
3. {a, b, c, d}
4. ∅

答案：是，否，是，是。

从任何集合X 出发，我们都可以构造另一个集合，它是X 的所有子集组成的集合。例如，如果我
们有集合X = {1, 2, 3}，那么一共有8 个子集：

∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

X 的幂集写作P(X)，它就是包含这8 个子集的集合。

我们应该如何计算幂集的大小？因为我们是在考察所有可能的子集，所以看起来X 的幂集总是会
比X 本身更大。事实上，幂集的大小总是等于2 的X 的大小次方。在前面的例子中，X = {1, 2, 3}
的大小是3。X 的幂集有8 个元素，也就是8 = 23。这个规律一般都成立：大小为4 的集合，其幂
集大小为24 = 16；大小为1000 的集合，其幂集大小为21000。

3.3.1 如如如何何何计计计算算算给给给定定定大大大小小小的的的子子子集集集

从某种意义上说，选取一个特定大小的子集，就像是从n 个选择中选出r 个元素。集合不关心顺
序，所以实际上我们可以使用一般规则：如果集合X 的大小为n，那么X 中大小为r 的子集数量由
公式Cn,r 给出。如果我们把所有可能的r 所对应的Cn,r 全部加起来，就会得到2n。一旦我们沿着
帕斯卡三角形的行求和，这一点就会变得更清楚。

第0行： 1 = 1

第1行： 1 + 1 = 2

第2行： 1 + 2 + 1 = 4

第3行： 1 + 3 + 3 + 1 = 8

第4行： 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16

第5行： 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 32

...
...

...

正如你所见，帕斯卡三角形每一行的和给出了逐渐增大的2 的幂，而这正是描述幂集大小的一种方
式。总结一下，给定一个大小为n 的集合X，
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• X 中大小为r 的子集数量由Cn,r 给出。它可以通过查看第n 行中的第r 项，直接从帕斯卡三角
形中读出。1

• X 的所有子集总数由2n 给出。它可以通过把帕斯卡三角形第n 行中出现的所有项相加来计算。

例例例

考虑集合X = {a, b, c, d}，它是一个大小为4 的集合。我们可以使用C4,r 来计算大小为r 的所
有子集，其中r 从0 到4 取值。

• C4,0 = 1 计算的是唯一一个大小为0 的子集，也就是空集∅。
• C4,1 = 4 计算的是大小为1 的子集，也就是集合{a}、{b}、{c} 和{d}。
• C4,2 = 6 计算的是大小为2 的子集，也就是集合{a, b}、{a, c}、{a, d}、{b, c}、{b, d}
和{c, d}。

• C4,3 = 4 计算的是大小为3 的子集，也就是集合{a, b, c}、{a, b, d}、{a, c, d} 和{b, c, d}。
• C4,4 = 1 计算的是唯一一个大小为4 的子集，也就是整个集合X 本身。

请注意，所有C4,r 项的和为：1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16，这正好等于24。

3.4 走走走向向向无无无穷穷穷，，，以以以及及及更更更远远远！！！

我们现在要讨论一个特殊的东西：无穷。到目前为止，我们一直在非常简单的层面上讨论集合的
大小。例如，X = {a, b, c} 是大小为3 的集合，或者Y = {2, 3, 5} 也是大小为3 的集合。现在我们
要考虑所有自然数构成的集合，也就是集合

N = {0, 1, 2, 3, · · · }.

显然，这个集合不同于任何有限集合，因为它在某种意义上“无限大”。这不应该太有争议：显然集
合N 不可能有有限大小，因为它包含所有自然数，所以N 的大小必须比任何有限数都大。

现在考虑下面的问题：N = {0, 1, 2, 3, . . . } 的幂集怎么样？它有多大？

答案很奇怪，但它是正确的：N 的幂集，写作P(N)，也是无限大的。但是，它在大小上确实比N
本身更大，而且我们可以用数学证明这一点。这个论证其实相当简单，所以我现在把它重复一
遍。

3.4.1 对对对角角角线线线论论论证证证

假设N 和它的幂集其实是一样大的。这意味着，如果我取这两个集合中的内容，并把它们排成一
列，那么我可以把这两个集合中的内容一一配对。于是我们这样做：回忆N = {0, 1, 2, 3, . . . }，然
后把它的幂集写成：

P(N) = {A0, A1, A2, A3, . . . }.

每一个An 都是N 的子集，所以它本身也是一个包含一堆数字的集合。因此，我们可以逐一查看N
中的数字，并问：“这个特定数字是否属于这个特定子集An？”答案总是是或否。这意味着我们可

1这里，我们从0 开始数行，也就是说，第n 行有(n+ 1) 个数字，对应r = 0, 1, 2, · · · , n− 1, n。
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以创建一个巨大的表格，用来记录每个子集An 中包含哪些数字。为了说明，假设

A0 = {2, 3, 4}
A1 = {0, 2, 4, 6, 8, · · · }
A2 = {1, 2, 3, 9, 27, 1000}
A3 = {3}
A4 = ∅

...

那么，我们的表格会像这样：

0 1 2 3 4 · · ·

A0 × × ✓ ✓ ✓ · · ·

A1 ✓ × ✓ × ✓ · · ·

A2 × ✓ ✓ ✓ × · · ·

A3 × × × ✓ × · · ·

A4 × × × × × · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

现在，神奇的地方来了：我们要创造一个新的N 的子集B，而它不在这个表格中。因为B 是N 的
一个子集，所以我们将通过逐个指定它包含哪些数字来定义它。首先，我们看第一行第一列。如
果答案是“否”，那就意味着0 不在子集A0 中。因此，我们决定把“0”放入新的子集B 中。所以，B
与A0 不同，因为A0 不包含0，而B 包含0。现在，我们向下一行并向右一列移动。同样，这一格
中是“否”，也就是说数字1 不在子集A1 中。因此，我们也故意把数字1 放入集合B。这意味着，按
照构造，B 与A1 不同，因为它们并不包含完全相同的数字。再向下移动一格并向右移动，我们看
到2 确实属于子集A2。所以，我们故意把数字2 排除在B 之外。这保证了B 也不同于A2。

我们可以沿着表格的对角线无限重复这个过程，并不断向B 中加入或排除元素，从而强迫B 与每
一个A0, A1, A2, . . . 都不同。结果就是一个新的子集B，它最终不同于表格中的每一个子集。

0 1 2 3 4 · · ·

A0 × × ✓ ✓ ✓ · · ·

A1 ✓ × ✓ × ✓ · · ·

A2 × ✓ ✓ ✓ × · · ·

A3 × × × ✓ × · · ·

A4 × × × × × · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

0 1 2 3 4 · · ·

B ✓ ✓ × × ✓ · · ·

但是，列表A0, A1, A2, . . . 原本应该包含N 的所有子集！这怎么可能呢？答案是：这是不可能的。
因此，我们最初关于N 可以与P(N) 一一对应的假设必定是错误的。换句话说：P(N) 严格大于N。
我们刚刚证明了，确实存在无限大的对象，它们字面意义上比其他无限大的对象还要大。
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