
MAT140 — 第18講ハンドアウト
複素数

がちびぴ ぬづっぴふひづ ぷづ びぴふつどづつ ひちつどっちぬび〬 ひちぴどはのちぬ づへばはのづのぴび〬 っはのなふでちぴづび〬 ちのつ づぱふちぴどはのび どのぶはぬぶどので びぱふちひづ
ひははぴび〮 ぉの ばちひぴどっふぬちひ〬 ぷづ びちぷ ぴとちぴ ひちつどっちぬび ちひづ ぴとづ どのぶづひびづ はばづひちぴどはの ぴは ばはぷづひび〬 ちのつ ぴとちぴ っはのなふでちぴづび
ちひづ ふびづてふぬ てはひ びどねばぬどてべどので っづひぴちどの づへばひづびびどはのび〮 ごとどび ぬづっぴふひづ ぢづでどのび てひはね ぴとはびづ どつづちび ちのつ ちびにび ぷとちぴ
とちばばづのび ぷとづの ぴとづべ ちひづ ばふびとづつ びぬどでとぴぬべ てふひぴとづひ ぴとちの ぴとづ ひづちぬ のふねぢづひび ちぬぬはぷ〮

ぁ 〜ひびぴ ばひはぢぬづね ちばばづちひび どねねづつどちぴづぬべ〮 くぶづひ ぴとづ ひづちぬ のふねぢづひび〬 づへばひづびびどはのび びふっと ちび
√
−4 つは のはぴ づへどびぴ〮

えはぷづぶづひ〬 っづひぴちどの ちぬでづぢひちどっ ばひはぢぬづねび のちぴふひちぬぬべ ぬづちつ ふび ぴはぷちひつび びふっと ぱふちのぴどぴどづび ちのべぷちべ〮 えどびぴはひどっちぬぬべ〬
ぴとどび とちばばづのづつ どの ぴとづ びどへぴづづのぴと っづのぴふひべ どの ぴとづ ぷはひに はて ぇづひはぬちねは ぃちひつちのは〬 ぷとはびづ ちぴぴづねばぴび ぴは びはぬぶづ
っふぢどっ づぱふちぴどはのび てはひっづつ ねちぴとづねちぴどっどちのび ぴは っはのてひはのぴ びぱふちひづ ひははぴび はて のづでちぴどぶづ のふねぢづひび〮 しとちぴ 〜ひびぴ
ぬははにづつ どねばはびびどぢぬづ づぶづのぴふちぬぬべ ぬづつ ぴは はのづ はて ぴとづ ねはびぴ ふびづてふぬ づへぴづのびどはのび はて ぴとづ のふねぢづひ びべびぴづね〮

ぉの ぴとどび ぬづっぴふひづ ぷづ ぷどぬぬ どのぴひはつふっづ どねちでどのちひべ のふねぢづひび ちのつ っはねばぬづへ のふねぢづひび〬 づへばぬちどの とはぷ ぴは ばづひてはひね
ちひどぴとねづぴどっ ぷどぴと ぴとづね〬 ちのつ ぴとづの どのぴづひばひづぴ ぴとづね でづはねづぴひどっちぬぬべ どの ぴとづ ばぬちのづ〮 ぉの ぴとどび びづのびづ〬 ぴとづ ぬづっぴふひづ
びどぴび びはねづぷとづひづ ぢづぴぷづづの ちぬでづぢひち ちのつ でづはねづぴひべ〮 くの ぴとづ はのづ とちのつ〬 っはねばぬづへ のふねぢづひび ちひづ のづぷ ちぬでづぢひちどっ
はぢなづっぴび ぷどぴと ぴとづどひ はぷの ちひどぴとねづぴどっ〮 くの ぴとづ はぴとづひ とちのつ〬 ぴとづべ っちの ちぬびは ぢづ ばどっぴふひづつ ちび ばはどのぴび はひ ぶづっぴはひび
どの ち ばぬちのづ〬 びは ねちのべ てちねどぬどちひ でづはねづぴひどっ どつづちび ひづちばばづちひ どの ち のづぷ てはひね〮

ごはつちべ ぷづ ぷどぬぬ〺

〱〮 根号，共役，根号方程式を簡単に復習する。
〲〮 ぃちひつちのは の三次方程式の公式が，どのように負の数の平方根を動機づけるのかを説明す
る。

〳〮 虚数単位i を定義し，負の平方根をi〭てはひね で書き直す。
〴〮 複素数a+ bi を定義し，等しさ，加法，減法，乗法，除法を述べる。

〵〮 複素共役とアルガン平面を導入し，|a+ bi| を幾何学的に解釈する。

1 根根根号号号ののの簡簡簡単単単ななな復復復習習習

前回の講義では，次の〳つの基本的な考え方を繰り返し用いました。

〱〮 根号は累乗の逆演算である，
〲〮 根号は有理指数で書くことができる，
〳〮 共役は根号を含む分数を簡単にするのに役立つ。

例えば，
(
√
x)2 = x,

√
x2 = |x|,

√
x = x1/2,

であり， √
x
√
y =

√
xy

も，両辺が実数である限り成り立ちます。

また，分母に平方根を含む式は，共役を掛けることでしばしば簡単にできることも見ました。
例えば， √

3

1−
√
5
=

√
3

1−
√
5
· 1 +

√
5

1 +
√
5
= −

√
3 +

√
15

4
,

〱



および
4

2−
√
3
=

4

2−
√
3
· 2 +

√
3

2 +
√
3
= 8 + 4

√
3.

最後に，根号は累乗を打ち消すので，根号方程式は，根号を孤立させてから両辺を適切な累乗
にすることで解けることが多いです。例えば，

√
2x− 8 = 4

なら，
2x− 8 = 16 =⇒ 2x = 24 =⇒ x = 12.

確認

記号
√
a はa の主平方根を表す。実数の範囲では，

√
a が存在するのはa ≥ 0 のときに限

る。

Exercise 1

各式を計算または簡単にせよ。

〱〮
√
2

1−
√
3

〲〮
5

3−
√
5

〳〮
√
3x+ 1 = 5 を解け。

2 Cardano ととと「「「不不不可可可能能能なななもももののの」」」ののの出出出現現現

複素数を導入する歴史的な大きな理由の〱つは，三次方程式を解こうとする試みから来ていま
す。ぃちひつちのは は

x3 = 3px+ 2q,

という形の方程式を研究しました。ここでp とq は実数です。彼は，〱つの解が

x =
3

√
q +

√
q2 − p3 +

3

√
q −

√
q2 − p3.

と書けることを見出しました。

ここではこの公式を導出しません。重要なのは，この公式が何を意味するかです。

2.1 やややさささしししいいい例例例

p = 1，q = 1 とすると，方程式は
x3 = 3x+ 2.

になります。ぃちひつちのは の公式を使うと，

x =
3

√
1 +

√
12 − 13 +

3

√
1−

√
12 − 13 =

3
√
1 +

3
√
1 = 2.

〲



実際，
23 = 8 ちのつ 3(2) + 2 = 8.

2.2 もももっっっととと奇奇奇妙妙妙ななな例例例

今度はp = 5，q = 2 としてみます。このとき方程式は

x3 = 15x+ 4.

になります。ぃちひつちのは の公式は

x =
3

√
2 +

√
22 − 53 +

3

√
2−

√
22 − 53 =

3

√
2 +

√
−121 +

3

√
2−

√
−121.

を与えます。

一見すると，これは実数の範囲では不可能に見えます。というのも，
√
−121 は実数ではないか

らです。しかし，もとの方程式そのものは確かに実数解をもちます。実際，

x = 4, x = −2 +
√
3, x = −2−

√
3

はいずれも
x3 = 15x+ 4.

を満たします。

ここで驚くべきことが起きています。つまり，実数係数の方程式に対する公式が，途中計算で
負の数の平方根を通るのです。これこそが，数学者たちが数の体系を拡張せざるをえなかった
理由でした。

歴史的動機

ぃちひつちのは の公式は，多項式方程式が実数解をもつ場合であっても，計算の途中で負の数の
平方根が必要になることを示した。これは，複素数を導入する歴史的理由の主要な〱つで
ある。

Exercise 2

〱〮 x = −2 がx3 = 3x− 2 を満たすことを直接確かめよ。

〲〮 x = 3 がx3 = 6x+ 9 を満たすことを直接確かめよ。

〳〮 実数しか認めないなら，
√
−16 がなぜ問題になるのかを説明せよ。

3 虚虚虚数数数

3.1 虚虚虚数数数単単単位位位

負の数の平方根を扱うために，新しい記号

i =
√
−1.

〳



を導入します。これを虚数単位と呼びます。その定義的性質は

i2 = −1.

です。

この記号を導入すると，負の実数の平方根はすべてi〭てはひね で書き直せます。c > 0 なら，

√
−c =

√
c(−1) =

√
c
√
−1 =

√
c i.

例えば， √
−121 =

√
121

√
−1 = 11i,

√
−16 = 4i,

および √
−54 =

√
54
√
−1 = 3

√
6 i.

負の平方根をi〭てはひね で書く

c > 0 のとき， √
−c =

√
c i.

標準的なi〭てはひね で答えを書くときは，i は根号の外に書く。

3.2 虚虚虚数数数ののの計計計算算算

すべてをi〭てはひね に書き直してしまえば，計算は簡単です。実数a，b に対して，

ai+ bi = (a+ b)i,

ai− bi = (a− b)i,

および
(ai)(bi) = ab i2 = −ab.

したがって，例えば √
−9 +

√
−49 = 3i+ 7i = 10i,

また √
−32− 2

√
−2 = 4

√
2 i− 2

√
2 i = 2

√
2 i.

Exercise 3

各数をi〭てはひね で書け。

〱〮
√
−36

〲〮
√

−16

25

〳〮
√
−80

〴〮
√
−48√
−3

〴



Exercise 4

各計算を行え。

〱〮
√
−4 +

√
−64

〲〮
√
−18−

√
−8

〳〮
√
−16 +

√
−25

〴〮
√
−75− 5

√
−3

4 複複複素素素数数数

4.1 定定定義義義

複素数とは
a+ bi,

の形の数のことです。ここでa とb は実数です。数a を実部，bi を虚部と呼びます。もしb = 0
なら，その複素数は単なる実数です。もしa = 0 かつb ≠ 0 なら，その複素数を純虚数と呼びま
す。

複素数の定義

a, b ∈ R のとき，
z = a+ bi

を複素数という。通常，これを複素数の標準形という。

複素数全体はC と書きます。これは実数全体R を含み，さらにR は有理数全体Q，整数全体Z，
自然数全体N を含みます。

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

4.2 複複複素素素数数数ののの等等等しししさささ

〲つの複素数が等しいのは，実部どうしが等しく，かつ虚部どうしが等しいときに限ります。記
号で書けば，

a+ bi = c+ di ⇐⇒ a = c ちのつ b = d.

例えば，
22 + 3i = 4− (2− 5)i

です。なぜなら22 = 4 であり，また3 = −(2− 5) = 3 だからです。

同様に，
(3− 2)− i = i+ 3− (4 + 2i) + 2

です。左辺は
1− i,

であり，右辺は
3 + i− 4− 2i+ 2 = 1− i.

〵



となるからです。

しかし，
7− i2 ̸= 6,

です。というのも，
7− i2 = 7− (−1) = 8.

だからです。

Exercise 5

次の組が等しいかどうかを判定せよ。

〱〮 1 + 4i ちのつ 3− (2− 4i)

〲〮 (4 + i)− (1− 3i) ちのつ 3 + 4i

〳〮 5− 2i2 ちのつ 3

5 複複複素素素数数数ののの四四四則則則演演演算算算

5.1 加加加法法法ととと減減減法法法

複素数を足したり引いたりするときは，実部どうしと虚部どうしを別々にまとめます。

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i.

これは，代数で同類項をまとめるのとよく似ています。

例えば，
(3− i) + (−2 + 4i) = 1 + 3i,

3i+ (5− 3i) = 5,

および
4− (−1 + 5i) + (7 + 2i) = 12− 3i.

5.2 乗乗乗法法法

複素数を掛けるときは普通どおり展開し，i2 = −1 を使います。

(a+ bi)(c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2.

i2 = −1 なので，
(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

例えば，
(2 + 3i)(1− 4i) = 2− 8i+ 3i− 12i2 = 14− 5i.

〶



複素数の演算

複素数a+ bi とc+ di に対して，

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i,

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Exercise 6

各式を簡単にせよ。

〱〮 (2 + 5i) + (−1− 3i)

〲〮 4i+ (7− 4i)

〳〮 6− (−2 + 3i) + (1− 5i)

〴〮 (6 + 3i) + (2−
√
−8)−

√
−4

〵〮 (1 + 2i)(3− i)

6 複複複素素素共共共役役役ととと除除除法法法

6.1 複複複素素素共共共役役役

もし
z = a+ bi,

なら，その複素共役は
z = a− bi.

です。

これは，前回学んだ根号の共役とまったく同じ発想です。複素数にその共役を掛けると，虚数
部分が打ち消し合います。

(a+ bi)(a− bi) = a2 − (bi)2 = a2 − b2i2 = a2 + b2.

したがって，複素数とその共役の積は，常に非負の実数になります。

例えば，
(3− 4i)(3 + 4i) = 9 + 16 = 25.

共役との積

z = a+ bi なら，
zz = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.

〷



6.2 複複複素素素数数数ににによよよるるる除除除法法法

共役を使うと，複素数で割ることができます。c+ di ̸= 0 とすると，

a+ bi

c+ di
=

a+ bi

c+ di
· c− di

c− di
.

分母は
(c+ di)(c− di) = c2 + d2,

となって実数になります。展開すると，

a+ bi

c+ di
=

(ac+ bd) + (bc− ad)i

c2 + d2
.

例として，
4 + 7i

2− 3i
=

4 + 7i

2− 3i
· 2 + 3i

2 + 3i
=

(4 + 7i)(2 + 3i)

22 + 32
.

分子を展開すると，

(4 + 7i)(2 + 3i) = 8 + 12i+ 14i+ 21i2 = −13 + 26i,

したがって
4 + 7i

2− 3i
= −1 + 2i.

同様に，
1 + 2i

1− i
=

(1 + 2i)(1 + i)

12 + 12
=

1 + i+ 2i+ 2i2

2
=

−1 + 3i

2
= −1

2
+

3

2
i.

Exercise 7

〱〮 2 + 5i の共役を求め，その数と共役との積を求めよ。

〲〮
3 + 5i

1− 2i
を簡単にせよ。

〳〮
2− i

2 + i
を簡単にせよ。

7 複複複素素素数数数ののの幾幾幾何何何

7.1 アアアルルルガガガンンン平平平面面面

複素数a+ bi は，平面上の点(a, b) として表すことができます。横軸は実部を表し，縦軸は虚部
を表します。この図をアルガン平面と呼びます。

〸



実軸

虚軸

a

b
a+ bi

この見方をすると，複素数はそれほど神秘的なものではありません。それは単に実数の順序対
であり，そこに特に便利な乗法規則が加わっているだけです。

7.2 大大大きききさささ

z = a+ bi のとき，原点から点(a, b) までの距離をz の大きさまたは絶対値と呼び，|z| と書きま
す。ピタゴラスの定理により，

|z| =
√
a2 + b2.

実軸

虚軸

a

b

z = a+ bi

|z|

例えば，
z = 3− 4i,

なら，
|z| =

√
32 + (−4)2 =

√
9 + 16 = 5.

7.3 いいいくくくつつつかかかののの幾幾幾何何何学学学的的的事事事実実実

複素共役
a+ bi 7−→ a− bi

は，点を実軸に関して反転させます。これは原点からの距離を変えないので，共役は大きさを
保ちます。

|a+ bi| = |a− bi|.

〹



また，複素数にi を掛けることは，平面で〴分の〱回転させることに対応します。特に，i，−i，
または−1 を掛けても，大きさは変わりません。

さらに，複素数は加法と実数倍をもつので，通常のベクトルの言葉もそのまま使えます。この
意味で，C はR 上の〲次元ベクトル空間と見ることができます。ただし，それに加えて乗法とい
う演算も備わっています。

大きさ

z = a+ bi なら，
|z| =

√
a2 + b2.

また，
zz = |z|2.

Exercise 8

z = −1 + 2i とする。

〱〮 z の実部と虚部を述べよ。

〲〮 z の複素共役を求めよ。

〳〮 |z| を求めよ。
〴〮 zz を計算し，|z|2 と比較せよ。

練練練習習習問問問題題題ののの解解解答答答

Exercise 1

〱〮 √
2

1−
√
3
=

√
2

1−
√
3
· 1 +

√
3

1 +
√
3
=

√
2 +

√
6

1− 3
= −

√
2 +

√
6

2
.

〲〮
5

3−
√
5
=

5

3−
√
5
· 3 +

√
5

3 +
√
5
=

5(3 +
√
5)

9− 5
=

15 + 5
√
5

4
.

〳〮 √
3x+ 1 = 5 =⇒ 3x+ 1 = 25 =⇒ 3x = 24 =⇒ x = 8.

Exercise 2

〱〮
(−2)3 = −8 ちのつ 3(−2)− 2 = −8.

したがってx = −2 は解である。

〲〮
33 = 27 ちのつ 6(3) + 9 = 18 + 9 = 27.

したがってx = 3 は解である。

〱〰



〳〮 実数の範囲では，
√
a が存在するのはa ≥ 0 のときに限る。−16 < 0 なので，

√
−16 は実数

ではない。

Exercise 3

〱〮 √
−36 =

√
36
√
−1 = 6i.

〲〮 √
−16

25
=

√
16

25

√
−1 =

4

5
i.

〳〮 √
−80 =

√
80
√
−1 = 4

√
5 i.

〴〮 √
−48√
−3

=
4
√
3 i√
3 i

= 4.

Exercise 4

〱〮 √
−4 +

√
−64 = 2i+ 8i = 10i.

〲〮 √
−18−

√
−8 = 3

√
2 i− 2

√
2 i =

√
2 i.

〳〮 √
−16 +

√
−25 = 4i+ 5i = 9i.

〴〮 √
−75− 5

√
−3 = 5

√
3 i− 5

√
3 i = 0.

Exercise 5

〱〮 はい。なぜなら
3− (2− 4i) = 3− 2 + 4i = 1 + 4i.

〲〮 はい。なぜなら
(4 + i)− (1− 3i) = 4 + i− 1 + 3i = 3 + 4i.

〳〮 いいえ。なぜなら
5− 2i2 = 5− 2(−1) = 7 ̸= 3.

Exercise 6

〱〮
(2 + 5i) + (−1− 3i) = 1 + 2i.

〲〮
4i+ (7− 4i) = 7.

〳〮
6− (−2 + 3i) + (1− 5i) = 6 + 2− 3i+ 1− 5i = 9− 8i.

〱〱



〴〮 まず根号をi〭てはひね に直す：
√
−8 = 2

√
2 i,

√
−4 = 2i.

したがって

(6 + 3i) + (2−
√
−8)−

√
−4 = (6 + 3i) + (2− 2

√
2 i)− 2i = 8 + (1− 2

√
2)i.

〵〮
(1 + 2i)(3− i) = 3− i+ 6i− 2i2 = 5 + 5i.

Exercise 7

〱〮 2 + 5i の共役は2− 5i であり，

(2 + 5i)(2− 5i) = 22 + 52 = 29.

〲〮
3 + 5i

1− 2i
=

3 + 5i

1− 2i
· 1 + 2i

1 + 2i
=

(3 + 5i)(1 + 2i)

12 + 22
.

展開すると，
(3 + 5i)(1 + 2i) = 3 + 6i+ 5i+ 10i2 = −7 + 11i.

よって
3 + 5i

1− 2i
=

−7 + 11i

5
= −7

5
+

11

5
i.

〳〮
2− i

2 + i
=

2− i

2 + i
· 2− i

2− i
=

(2− i)(2− i)

22 + 12
.

展開すると，
(2− i)(2− i) = 4− 4i+ i2 = 3− 4i.

したがって
2− i

2 + i
=

3− 4i

5
=

3

5
− 4

5
i.

Exercise 8

z = −1 + 2i とする。

〱〮 実部は−1，虚部は2i である。

〲〮 複素共役は
z = −1− 2i.

〳〮
|z| =

√
(−1)2 + 22 =

√
5.

〴〮
zz = (−1 + 2i)(−1− 2i) = 1 + 4 = 5.

また，
|z|2 = (

√
5)2 = 5.

したがって，たしかに
zz = |z|2.

〱〲
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