
MAT140 — 第4讲讲义
一次方程续篇

上一讲中，我们介绍了一次方程，它们几乎是最简单的一类方程。我们从它们最基本的形
式ax + b = 0 开始，然后逐步把它们变得更复杂。在那一讲里，我们学习了如何求解这些不
同类型的一次方程。

在这一讲中，我们将开始考察一次方程的一些应用。具体来说，我们会建立若干在处理线性关系
时不断出现的标准工具。我们将看到：

伱伮 比、单位率与比例，
伲伮 线性关系的一些基本现实应用，
伳伮 一次不等式与区间表示法，最后
伴伮 绝对值与绝对值不等式。

1 比比比与与与比比比例例例

1.1 比比比

伐佲佡佴佩佯（比）休这个词来自拉丁语，意思大致类似于伐计算休或伐比例休。事实上，我们已经见过这个词
根了：术语伐佲佡佴佩佯佮佡佬 佮併佭佢佥佲（有理数）休指的是那些能够表示成两个数之比的实数，例如分数。这
应当为下面的定义提供一个相当明显的提示。

比

比比比是利用除法对两个量进行比较。如果a 和b 是两个数，并且b ̸= 0，那么a 与b 的比可以写
成

a

b
或 a : b.

记号a : b 和分数a
b 是同一个意思。因此，顺序是重要的，写成a : b 一般不等于写成b : a。

在处理与比有关的问题时，最简单的方法通常是把一切都改写成分数，再从那里开始运算。因
此，这是一项处理比时的基本技能。下面是一些例子：

伱伮 伷 与伵 的比是7
5。

伲伮 伱伲 与伸 的比是12
8 = 3

2。

伳伮 伱估 与伲 的比是10
2 = 5

1。

伴伮 31
2 与51

4 的比是
7
2 ÷ 21

4 = 7
2 × 4

21 = 28
42 = 2

3。

在实际中，比通常会附带单位。例如，我们可能在比较长度、重量、时间或速度等等。在这种现
实情境下，确保你所比较的两个量使用的是同一种单位非常重要。例如：如果你想比较伴 英尺和伸
英寸，那么你首先必须把这两个量都换算成相同的计量单位，例如把伴 英尺变成伴伸 英寸。只有这
样，这个比才是有意义的。
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练练练习习习1

写出下列各组量的比，以比较它们的相对大小：

伱伮 伵 升与伷 升
伲伮 伳 米与伴估 厘米
伳伮 伲估估 美分与伳 美元
伴伮 伳估 个月与伱伮伵 年

1.2 单单单位位位率率率与与与单单单位位位价价价格格格

作为我们的第一个应用，我们现在将利用比来确定出售商品的单位价格。一般公式如下。

单位率（单位价格）

单单单位位位率率率是指每一个单位所对应的比率。对于价格比较而言，单单单位位位价价价格格格为

单位价格 =
成本

数量
Θ

例如，假设一家商店出售两袋大米，我们称它们为A 袋和B 袋。假设佁 袋重5佫佧，价格为伴伵估估 日
元；而佂 袋重7佫佧，价格为伶估估估 日元。哪一个更划算？

我们可以通过构造伐每单位重量成本休的比来比较这两袋米。有几种方法可以这样做，我们既可以按
千克比较，也可以按克比较。为了说明这一点，我们两种方法都做一遍。如果我们想构造伐每千克
价格休的比，那么就用单位价格公式如下：

佁 袋：
4500

5
= 900 日元伯佫佧, 佂 袋：

6000

7
≈ 857.14 日元伯佫佧.

或者，我们也可以通过计算伐每克价格休来比较这两个品牌：

佁 袋：
4500

5000
=

9

10
日元伯佧, 佂 袋：

6000

7000
=

6

7
日元伯佧.

无论采用哪一种方式，我们都能看出佂 袋的单位重量成本更低，因此它更划算。

练练练习习习2

哪一个单位价格更低：一盒伱伲 盎司、售价伤伲伮伷伹 的早餐麦片，还是一盒同种麦片伱伶 盎司、售
价伤伳伮伴伹 的包装？

1.3 比比比例例例

比例本质上就是一个断言，表示两个比相等，也就是说，它是一个两边各有一个比的方程。
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比例

比比比例例例是一个表明两个比相等的方程，即

a

b
=

c

d
其中 b ̸= 0 且d ̸= 0.

在实际中，涉及比例的问题通常会包含一个需要求出的未知量。解决这种问题最简单的方法是交
叉相乘。

交叉相乘

如果
a

b
=

c

d
（其中b ̸= 0 且d ̸= 0），那么

ad = bc.

所谓交叉相乘，其实就是同时把两个分母都乘到方程两边：

a

b
=

c

d
两边同乘 bd

bd
(a
b

)
= bd

( c

d

)
化简

ad = bc

例如，考虑比例式：
50

x
=

2

28
.

我们可以通过交叉相乘来求x：

50

x
=

2

28
50 (28) = 2x

1400

2
= x

700 = x

练练练习习习3

解方程
x− 2

5
=

4

3
。

1.3.1 比比比例例例图图图

比例在绘制按比例缩放的图形时非常有用。考虑下面这个例子：一块三角形土地的两条垂直边分
别长100 英尺和210 英尺。现在你打算画一张按比例缩小的草图，其中较短的一边画成8 英寸。如
果你希望你的图与原来的大三角形保持比例，那么较长的一边应当画多长？

我们可以通过建立并求解一个比例式来解决这个问题。首先，注意到原来大三角形土地的边长比
是210 : 100，而草图中未知长度x 使得图上的边长比是x : 8。题目要求我们保证这两个比相同。因
此，我们写出比例并求解x：
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210

100
=

x

8
8× 210 = 100x

1680

100
= x

16.8 = x.

因此，为了保证草图是准确的，我们需要把草图中较长的一边画成16.8 英寸。

2 应应应用用用题题题与与与常常常见见见公公公式式式

常见的一次方程公式

许多常见的现实公式实际上都是一次方程。

• 温温温度度度：：： F =
9

5
C + 32

• 单单单利利利：：： 利息 =本金×利率×时间
• 路路路程程程：：： 路程 =速度×时间

现在我们来回顾这些公式的若干应用。

2.1 例例例子子子：：：计计计算算算单单单利利利

假设你把伤伵估估估 存入一个按单利计息的账户。伶 个月之后，账户获得了伤伱伶伲伮伵估 的利息。年利率是
多少？

为了计算这个，我们可以使用上面的公式，用符号写成I = Prt。题目给出的信息是

• 所得利息：I = 162.50，

• 本金：P = 5000，以及

• 所经过的时间：t = 6 个月。

但我们要求的是年利率，因此这里的t 实际上应当取0.5，因为伶 个月是一年的一半。现在我们
把I、P 和t 的值代入公式，并求解r：

I = Prt

162.50 = 5000(r)(0.5)

162.50 = 2500r

r =
162.50

2500
= 0.065

因此年利率是r = 0.065，也就是6.5%。

伴



2.2 例例例子子子：：：围围围栏栏栏与与与田田田地地地

你有一块长方形田地，长度是500 英尺，总面积是100,000 平方英尺。你想沿着田地的前沿边搭一
排围栏，在下图中这条边记作w。围栏每英尺的造价是伤伵伮伵估。根据这些信息，这块长方形土地前
沿这一边总共要花多少钱？

500 ft

100, 000佦佴2w

为了回答这个问题，我们需要先做两件事：伨佡伩 求出前沿边的长度；然后伨佢伩 计算这段边的造价。
我们分别来做：

(a) 求前沿边的长度。利用A = lw：

A = lw

100,000 = 500(w)

w =
100,000

500
= 200.

因此前沿长度是200 英尺。

(b) 总造价：
200(5.50) = 1100.

因此总费用是伤伱伱估估。

2.3 例例例子子子：：：漏漏漏水水水的的的泳泳泳池池池

一个地上游泳池的容量是15,600 加仑。一根排水管可以在6.5 小时内把这个泳池排空。问：水通过
排水管流出的速率是多少（单位：加仑伯分钟）？

为了回答这个问题，我们同样要建立一个一次方程。注意，这里题目要求我们把速率表示成每分
钟多少加仑，因此我们首先要把6.5 小时换算成分钟：6.5× 60 = 390 分钟。所以我们取t = 390。
泳池排水的速率可以用和上面路程公式非常类似的方法来计算：总体积的减少量等于减少速率乘
以所用时间。我们知道泳池会在390 分钟内完全排空，因此我们可以建立一个基本的一次方程，并
求出流失速率：

15600 = 390r

15600

390
= r

r = 40.
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因此，泳池的排水速率是每分钟40 加仑。

单位的维度

在解决现实问题时，追踪你所使用单位的维度非常重要。例如：

• 周周周长长长用线线线性性性单单单位位位来测量（米、英寸、英尺等等）。
• 面面面积积积用平平平方方方单单单位位位来测量（平方米、平方英寸、平方英尺等等）。
• 体体体积积积用立立立方方方单单单位位位来测量（立方米、立方英寸、立方英尺等等）。

3 一一一次次次不不不等等等式式式

3.1 不不不等等等式式式与与与解解解集集集

方程表示两个代数表达式是相同的，也就是说，它们相等。相比之下，不等式表示两个代数表达
式不相等。由于所有实数都生活在数轴上，所以它们可以按照伐小于休关系< 来排序。不等式只是对
这一观察作了稍微推广。

不等式

不不不等等等式式式是利用下面这些符号来比较两个代数表达式：

<, ≤, >, ≥ .

一个解解解是指能够使这个不等式成立的某个x 的取值。

通常，不等式不会只有一个唯一解，而是会有一个解集。不等式比方程限制更少，因此它们的解
集往往包含无穷多个解。

3.2 区区区间间间表表表示示示法法法

不等式的解集往往是实数轴上的一部分，这样的部分称为区间。现在我们来引入一些新的记号。

区间表示法

有四种有界区间：

[a, b] = {x : a ≤ x ≤ b},
(a, b) = {x : a < x < b},
[a, b) = {x : a ≤ x < b},
(a, b] = {x : a < x ≤ b}.

这里，方括号[ 和] 表示端点被包含在内，而圆括号( 和) 表示端点不被包含。

这些有界区间可以用图形表示如下。
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区间 不等式 数轴图像

[a, b] a ≤ x ≤ b [ ]a b
(a, b) a < x < b ( )a b
[a, b) a ≤ x < b [ )a b
(a, b] a < x ≤ b ( ]a b

除了上面这些有界区间之外，还有无界区间，也就是说，不等式的一边可以延伸到正无穷、负无
穷，甚至两边都如此。如下图所示。

区间 不等式 数轴图像

[a,∞) x ≥ a [a
(a,∞) x > a (a
(−∞, b] x ≤ b ]

b
(−∞, b) x < b )

b
(−∞,∞) 全体实数

练练练习习习4

把下列每个不等式画在数轴上：

伨佡伩 x > −2, 伨佢伩 − 6 ≤ x ≤ 5, 伨佣伩 x < 3.

3.3 解解解不不不等等等式式式

不等式可以用我们之前见过的很多技巧来求解：目标依然是利用逆运算把变量孤立出来。下面这
些性质说明，我们可以进行与解方程类似的操作。

不等式的性质

对于实数a, b, c：

• 如果a < b，那么a+ c < b+ c 且a− c < b− c。

• 如果a < b 且c > 0，那么ac < bc 且
a

c
<

b

c
。

• 如果a < b 且c < 0，那么ac > bc 且
a

c
>

b

c
（不等号方方方向向向翻翻翻转转转）。

• 如果a < b 且b < c，那么a < c（传递性）。

根据上面的性质，人们很容易会想说：解不等式基本上和解方程是一样的。但这并不正确。
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重要提醒

解不等式和解方程非常相似，但有两个关键区别：

• 如果你乘以或除以一个负负负数数数，你必须翻翻翻转转转不等号。
• 答案通常是一个解解解集集集，而且往往要用区区区间间间表表表示示示法法法来写。

例如，我们来解不等式x + 6 < 9，并画出它的解。首先，我们提醒自己，这里的目标仍然是重新
整理不等式，把x 孤立出来，也就是让x 单独出现。在这个例子里，我们只需要两边都减去6 即
可：

x+ 6 < 9

x < 3

因此，任何小于3 的x 都满足不等式x+ 6 < 9。解集可以写成(−∞, 3)，其图像如下。

)
3

3.4 复复复合合合不不不等等等式式式

复合不等式

复复复合合合不不不等等等式式式是指像下面这样同时包含两个部分的不等式：

a ≤ 佥佸佰佲佥佳佳佩佯佮 < b.

我们可以通过对三边同时进行通常的运算来求解复合不等式。

理解复合不等式最简单的方法，就是直接看它如何运作。考虑不等式−7 ≤ 5x − 2 < 8。和往常
一样，我们的目标是对表达式5x − 2 施加逆运算，从而把x 单独留下来。为此，我们需要先加
上+2，然后再除以5。我们必须确保这两步都同时作用于两个不等式：

−7 ≤ 5x− 2 < 8

−5 ≤ 5x < 10 （所有部分同时加伲）

−1 ≤ x < 2 （所有部分同时除以伵）

因此，任何位于−1 和2 之间的x（并且包括−1）都会满足不等式−7 ≤ 5x− 2 < 8。我们把解集写
成[−1, 2)，也可以用图像表示如下。

[ )−1 2

练练练习习习5

解下列不等式，并用区间表示法写出解集：

−2 ≤ 3x− 2 < 2.
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4 绝绝绝对对对值值值与与与绝绝绝对对对值值值不不不等等等式式式

4.1 绝绝绝对对对值值值

如果我们回想第伱 讲中的绝对值，我们可能记得绝对值这个运算做的事情大致像是伐把负数前面的
负号去掉休。不过，严格来说，绝对值运算其实要稍微细致一些。

绝对值

对于一个实数x，绝绝绝对对对值值值 |x| 是数轴上x 到0 的距离。等价地，

|x| =

{
x, x ≥ 0,

−x, x < 0.

从上面这两个分段情形中，我们可以看出，这个绝对值的定义确实具有去掉负号的作用。由于这
个定义是分段给出的，所以在求解含有绝对值的方程时，我们实际上要把过程拆成两个部分。例
如，考虑方程|x| = 3。这个陈述的意思是：伐变量x 离0 的距离恰好等于3。休 这意味着有两个可能
的解：x = 3 和x = −3。

如果绝对值里面包含的是一个更复杂的表达式，那么我们就通过把整个方程分成两个独立情形来
求解。我们可以直接从上面的定义得到这两个情形。考虑方程|x+ 2| = 4。这里有两个情形：1

• 情形伱：x+ 2 = 4

• 情形伲：−(x+ 2) = 4，也就是x+ 2 = −4

这两个情形需要分别求解，因此我们会得到两个不同的解（就像|x| = 3 的解是x = ±3 一样）。在
情形伱 中，解得x = 2；在情形伲 中，解得x = −6。这两个x 的值就是方程|x+ 2| = 4 的两个解。2

这种把含绝对值的方程拆成两部分分别求解的方法通常是正确的方法。不过，这个方法也有一些
例外。

绝对值方程中的特殊情形

在少数情形下，绝对值会取到一些特殊的值：

• 如果|x| = 0，那么唯一解是x = 0。

• 如果|x| = a 且a < 0，那么方程无解。

练练练习习习6

求解下列方程：

伱伮 |x− 2| = 3

伲伮 |x+ 4| = 3x

伳伮 |3x+ 8| = 0

伴伮 |2x− 4| = −2

1把这两个情形和上面的绝对值定义进行比较。我们只需要把定义中的每一个“x”都替换成表达式“x + 2”，就能写出
这两个情形。

2当然，我们也可以通过代入x = 2 和x = −6 来再次检验。确实有|(2) + 2| = |4| = 4，以及|(−6) + 2| = | − 4| = 4。
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4.2 绝绝绝对对对值值值不不不等等等式式式

含有绝对值的不等式与上面的方程运作方式相似。在这些情形下，通常不等式同样会拆成两个部
分来解。不同的是，这两个不等式需要通过复合不等式的形式同时解决。

绝对值不等式

设a 是一个满足a > 0 的实数，x 是变量。

|x| < a ⇐⇒ −a < x < a, |x| ≤ a ⇐⇒ −a ≤ x ≤ a.

乍看之下，这个等价关系可能显得有些奇怪。因此，我们会用两种方式来解释它。首先，来看代
数上的解释。我们知道，方程|x| = a 会拆成两个情形，也就是x = −a 和x = a。同样地，不等
式|x| < a 也可以拆成两个情形：

• 情形伱：x < a

• 情形伲：−x < a

这两个情形和第伴伮伱 节中的两种情形完全一样，只不过这里把等号换成了不等号。现在注意，在情
形伲 中，我们可以两边同除以−1，此时不等号方向翻转，得到x > −a。再结合情形伱，我们就得到
复合不等式：

−a < x < a

我们也可以从几何角度来说明。回忆一下，绝对值表示数轴上某个数到0 的距离。在不等式|x| < a
中，我们是在说伐x 与0 之间的距离小于a休。这里有两种可能：

• 任意一个小于a 的正数x，离0 都比a 更近。

• 数−a 到0 的距离是| − a| = a，因此，任何夹在−a 与0 之间的负数x，到0 的距离也会小
于a。

伮 这正好就是上面的两种情形：如果取一个满足−a < x ≤ 0 或者0 ≤ x < a 的x，那么它一定会比a
或−a 更靠近0。把伐−a < x ≤ 0 或0 ≤ x < a休这句话换一种写法，就是复合不等式−a < x < a。从
图像上看，任何位于阴影区域中的x 都满足不等式|x| < a：

( )−a a0

因此，从图形上我们可以把|x| < a 理解为：围绕0 的一个长度为2a 的区间。若把不等号< 换
成≤，那就只是把端点−a 和a 也一并包含进去。

事实上，我们还可以通过操作表达式|x| < a，把这种长度为2a 的区间伐平移休到别的地方。

平移形式（到某一点的距离）

对于a > 0，

|x− b| < a ⇐⇒ b− a < x < b+ a, |x− b| ≤ a ⇐⇒ b− a ≤ x ≤ b+ a.

这表示x 与中心点b 的距离不超过a。

伱估



上式中的数b 让我们可以把区间的中心从0 改到b。为了看清这一点，我们来解不等式|x− 5| < 2，
并画出它的解。

|x− 5| < 2

−2 < x− 5 < 2

3 < x < 7

因此，解集是区间(3, 7)。注意，数字5 正好位于这个区间的中心，而5 到端点3 和7 的距离正好都
是2。图像如下：

( )
0 3 75

练练练习习习答答答案案案

练练练习习习1

伨佡伩
5

7
, 伨佢伩

15

2
, 伨佣伩

2

3
, 伨佤伩

5

3
.

练练练习习习2

伱伲 佯佺：
2.79

12
≈ 0.2325 伤伯佯佺, 伱伶 佯佺：

3.49

16
≈ 0.2181 伤伯佯佺.

因此，伱伶 盎司那一盒的单位价格更低。

练练练习习习3

x− 2

5
=

4

3
3(x− 2) = 20

3x− 6 = 20

3x = 26

x =
26

3
.

练练练习习习4

(−2

[ ]−6 5

伱伱



)
3

练练练习习习5

−2 ≤ 3x− 2 < 2

0 ≤ 3x < 4 （所有部分同时加伲）

0 ≤ x <
4

3
（所有部分同时除以伳）

解集：
[
0, 43

)
。

练练练习习习6

伱伮 |x− 2| = 3

x− 2 = 3 或 x− 2 = −3

x = 5 或 x = −1

因此解为x = −1, 5。

伲伮 |x+ 4| = 3x
由于|x+ 4| ≥ 0，所以必须有3x ≥ 0，也就是说x ≥ 0。现在分情况讨论：
情情情形形形1：：： x+ 4 ≥ 0（对于所有x ≥ 0 都成立）。此时|x+ 4| = x+ 4，所以

x+ 4 = 3x ⇒ 4 = 2x ⇒ x = 2.

情情情形形形2：：： x+ 4 < 0，这会推出x < −4，与x ≥ 0 矛盾。因此，唯一的解是x = 2。

伳伮 |3x+ 8| = 0

3x+ 8 = 0 ⇒ x = −8

3
.

伴伮 |2x− 4| = −2
由于对所有x 都有|2x− 4| ≥ 0，它不可能等于−2。因此，无无无解解解。

伱伲
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