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第〴回講義では、確率論に必要となる集合論と数え上げの方法を導入した。今日は、それらの考
え方を使って、確率を数学的に記述する。中心となる考え方は、事象は可能な結果の部分集合
として表され、その事象の確率は 0 から 1 までの数である、ということである。古典的確率
論を扱うとき、不確実性に関する問題は、数え上げの問題に変えることができる。この講義で
は、この考え方を詳しく見ていく。

〱



1 確確確率率率とととははは何何何かかか？？？

1.1 不不不確確確実実実性性性

このコースの最初の数回の講義では、データと統計の基本的な言葉を導入した。データは、た
いてい複雑な現実世界の状況から集められ、それから数学的に分析できるものへと変換され
る。今日は、別の種類の複雑さを扱う。それは不確実性である。

次の〲つの文を考えよう。

2 + 2 = 4 ちのつ 2 + 2 = 5〮

知っての通り、最初の文は真であり、〲つ目の文は偽である。これは明らかであるだけでなく、
一義的である。つまり、これらの文が別のあり方をする余地はない。これに対して、次の〲つの
文を考えよう。

「いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ のミドルネームは おはとの である」と「いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ のミドルネームは おづののどてづひ
である」。

分かるように、これらの非数学的な文は、もはやそれほど明確ではない。もし いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ の
ことを知らなければ、彼のミドルネームについて不確実である。しかし、私のミドルネームを
知らなくても、イングランド人のミドルネームが おづののどてづひ であるのは珍しく、おはとの である方が
もっともらしい、と想像することはできる。したがって、これらの文の正確な真偽をはっきり
指し示すことはできなくても、それらのもっともらしさを比較することはできる。

確率論は、この不確実性を数によって捉えようとする。現実には、世界には純粋に論理的では
ない不確実なものがたくさんある。そして確率論は、そのような信念を数値化し、比較できる
ようにする方法を与えてくれる。数 0 を「絶対に不可能」、数 1 を「絶対に確実」と解釈する
なら、私たちの不確実な文はすべて、その間のどこかに位置することになる。

0

不可能

1

確実

不確実性の度合い

基基基本本本的的的ななな考考考えええ方方方

確率とは、不確実性の数学である。確率は、事象に数を割り当て、それらの事象がどれく
らい起こりやすいかを比較する方法を与えてくれる。

注意すべきこととして、確率は真真真理理理のののスススペペペクククトトトルルルではない。1 むしろ、それは確実性のスペク
トルである。したがって、確率の値が 0.5 であるということは、何かが「半分真である」という
意味ではない。そうではなく、その文が真である可能性を 50% と見積もっている、という意味
である。

1興味のある人へ：実はこれを扱う論理体系があり、「ファジー論理」と呼ばれる。しかし、これは確率とは違違違
ううう。
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1.2 確確確率率率ををを定定定義義義すすするるる

数学的には、確率とは事象に数を割り当てる関数である。文字 A が、起こるかもしれないし起
こらないかもしれない何かを表すとき、A が起こる確率を P (A) と書く。この意味で、文字 P
は、現実世界の事象を食べて、その確実性を表す数値を吐き出す小さな機械だと考えることが
できる。

A
事象

P
P (A)

Aの起こりやすさ

一般に、このような「起こりうるもの」を事象と呼び、A,B,C などの大文字で表す。形式的に
は、事象に割り当てられる確率は、次のようにまとめられる。

確確確率率率ののの値値値

任意の事象 A に対して、その確率は

0 ≤ P (A) ≤ 1

を満たす。ここで P (A) = 0 は A が不可能であることを意味し、P (A) = 1 は A が確実で
あることを意味する。

確率は 0 から 1 の間の線分上のどこかに対応するので、異なる事象の不確実性の度合いを直接
比較できる。〲つの事象 A と B があり、それらの確率 P (A) と P (B) が分かっているとしよ
う。もし P (A) < P (B) なら、事象 B は事象 A よりも起こりやすい。例えば、

P (A) = 0.2 ちのつ P (B) = 0.7

なら、B の方が A よりも起こりやすい。なぜなら、P (B) は P (A) よりも絶対的な確実性であ
る 1 に近いからである。

1.2.1 確確確率率率ののの表表表ししし方方方

任意の確率は 0 から 1 までの数なので、いくつかの同値な形で書き表すことができる。例え
ば、ある事象 A の確率が 50% であるなら、次のどの形でも書くことができる。

P (A) =
1

2
= 0.5 = 50% =

250

500
.

ここで 1
2 は約分された分数、0.5 は小数、50% は百分率、250

500 は約分されていない分数である。
最後の場合、例えば可能性が 500 個あるシステムを扱っていて、そのうち 250 個の結果が有利
である、という状況かもしれない。約分されていない分数 250

500 はこの情報を伝えてくれるが、
約分された分数 1

2 はその情報を伝えない。

1.3 古古古典典典的的的確確確率率率

この講義では、主に古典的確率に焦点を当てる。これは、可能な結果が有限個であり、それぞ
れが同じように起こりやすい設定である。

〳



定定定義義義：：：古古古典典典的的的確確確率率率

可能な結果が有限個であり、それぞれの結果が同じように起こりやすいとき、その確率問
題は古古古典典典的的的確確確率率率の問題である。

例としては、次のようなものがある。

• 公平なサイコロを振ること、
• 公平なコインを投げること、
• よくシャッフルされたデッキからカードを配ること、
• 真偽問題の答えを選ぶこと。

この設定では、確率は通常、数え上げによって計算できる。

1.3.1 ララランンンダダダムムム性性性にににつつついいいてててののの注注注意意意

真のランダム性という問題は、非常に哲学的である。世界は完全に決定論的であり、すべては
過去の出来事と物理法則によって決まっている、と考える人もいる。一方で、例えば量子力学
における観測のように、本当にランダムなものが存在すると考える人もいる。しかし、そこで
も議論は続いている。いずれにせよ、私たちの目的にとって、真のランダム性が存在するかど
うかは重要ではない。このコースでは、不確実性を数量化するために確率を使う。したがっ
て、現実には物事が真にランダムでないとしても、私たちにはランダムに見えることがある。

こここのののコココーーースススにににおおおけけけるるるララランンンダダダムムム性性性

このコースでは、実験が行われる前に確実に予測できない結果を、ランダムな結果とみな
す。

この実用的な解釈で、このコースで行う種類の確率計算には十分である。

1.4 数数数えええ上上上げげげににによよよっっっててて確確確率率率ををを割割割りりり当当当てててるるる

古典的確率を扱うとき、個々の事象の確率は、「有利な場合」の数を、すべての可能性の集ま
りと比較する比として計算できる。任意の事象に対して、次の公式で確率を割り当てることが
できる。

事象の確率 =
その事象に有利な結果の数

結果の総数
.

言い換えると、その事象を真にする結果の数を数え、それを可能な結果の総数で割る。この分
数では、分子は常に分母以下なので、比を取ると常に 0 から 1 までの値が得られる。

古古古典典典的的的確確確率率率ののの黄黄黄金金金公公公式式式

すべての結果が同じように起こりやすいなら、

P (A) =
A に有利な結果の数

結果の総数
.

ここから、この公式を使って基本的な確率を計算する方法を示す。

〴



1.4.1 個個個々々々ののの結結結果果果ののの確確確率率率

任意の個々の結果の確率は、この公式で求めることができる。例えば：

• 公平なコインでは、コインが表になる確率は 1
2 である。なぜなら、可能性は〲つしかなく、そ

のうち〱つが表だからである。
• 公平なサイコロを振るとき、5 が出る確率は 1

6 である。なぜなら、サイコロには 5 が〱つだけ
書かれており、数字は全部で 6 個あるからである。

• シャッフルされたデッキからランダムにカードを〱枚引くとき、スペードのエースを引く確率
は 1

52 である。なぜなら、デッキには 52 枚のカードがあり、そのうちスペードのエースは〱枚
だけだからである。

一般に、古典的確率における任意のシステムでは、上の公式から次が分かる。

任意の個々の結果の確率 =
1

結果の総数
.

1.4.2 よよよりりり複複複雑雑雑ななな事事事象象象ののの確確確率率率

黄金公式を使うと、より複雑な確率も計算できる。先ほど述べたように、これは可能性の空間
を調べ、その事象を真にする結果をすべて数え上げることによって行える。例として、公平な
サイコロを振っているとしよう。事象 A を

A 〽 「偶数が出る」〬

とし、事象 B を

B 〽 「5 より小さい数が出る」

とする。

これらの確率を求めるには、それぞれの「有利な結果」の数を計算し、それを 6 で割ればよ
い。なぜなら、サイコロには 6 つの面があるからである。事象 A については、

P (A) =
偶数はいくつあるか

全部でいくつの数があるか
=

3

6
=

1

2
,

となり、同様に B の確率は

P (B) =
5 より小さい数はいくつあるか

全部でいくつの数があるか
=

4

6
=

2

3
.

である。

1.4.3 例例例：：：おおおもももちちちゃゃゃののの棚棚棚

熱心すぎるいとこが、棚の中に 58 個の異なるおもちゃを持っていて、そのうち〱つをランダム
に選んであなたに見せるとしよう。彼がそれをする前には、あなたはどれを選ぶのか分からな
いので、あなたの視点から見ると、その選択は本質的にランダムである。下のおもちゃの棚を
見てみよう。

〵



事象 A を「選ばれたおもちゃが青い車である」とする。上の画像を調べると、棚には青い車
が〲つあることが分かる。したがって、黄金公式より

P (A) =
2

58
.

事象 B を「選ばれたおもちゃが〴段目から来る」とする。上の画像では、〴段目には 8 個のおも
ちゃがあると数えられるので、事象 B は 8 個の結果を含む。したがって、

P (B) =
8

58
.

どちらの場合も計算は同じである。有利なおもちゃを数え、それをおもちゃの総数で割る。

演演演習習習：：：真真真偽偽偽問問問題題題ののの解解解答答答列列列

〳問の宿題が真偽問題であるとする。正しい答えをランダムに選ぶために、いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ は
可能なすべての真偽列を書き出し、そのうち〱つを帽子から選ぶ。〳つの ご〯う が並ぶ可能な
列は 8 個ある。

ごごご〬 ごごう〬 ごうご〬 うごご〬 ごうう〬 うごう〬 ううご〬 ううう

(a) 〳つの答えがすべて うちぬびづ である確率は何か。
(b) ちょうど〲つの答えが うちぬびづ である確率は何か。
(c) 学生が〳つの答えをすべて当てずっぽうで選ぶ場合、〳問すべて正解する確率は何か。

〶



解解解答答答

これら〳つの問題はすべて、先ほどの黄金公式を使って答えられる。まず、可能な真偽列は
8 個あることに注意する。

(a) 有利な結果は ううう の〱つだけである。したがって、

P (〳つすべて うちぬびづ) =
1

8
.

(b) 有利な結果は ごうう〬 うごう〬 ううご である。したがって、

P (ちょうど〲つが うちぬびづ) =
3

8
.

(c) 正しい列はちょうど〱つだけなので、

P (〳問すべて正解) =
1

8
.

2 確確確率率率ののの規規規則則則

2.1 単単単純純純事事事象象象、、、標標標本本本空空空間間間、、、事事事象象象

ここで、確率の語彙をもう少し丁寧に整理する。最も重要な対象は、単純事象、標本空間、事
象である。

重重重要要要ななな定定定義義義

(1) 単単単純純純事事事象象象とは、実験の結果をちょうど〱つだけ含む事象である。
(2) 標標標本本本空空空間間間は、通常 S と書かれ、可能なすべての結果の集合である。

(3) 事事事象象象とは、標本空間の任意の部分集合であり、〱つの結果を含むことも、多くの結果を
含むことも、まったく含まないこともある。

(4) 事象 A の確率は P (A) と書く。これは 0 から 1 までの数である。

(5) すべての単純事象の確率の和は常に 1 である。

これらの定義を見るために、おもちゃの棚の例に戻ろう。この場合、標本空間は棚の中の 58 個
すべてのおもちゃの集合である。

S = {棚の中のすべてのおもちゃ}.

この例では、単純事象とは〱つのおもちゃを選ぶことであり、例えば「この特定のおもちゃを選
ぶ」というようなものである。数学的には、これは S の部分集合で、大きさが〱である任意のも
のである。一般の事象は S の任意の部分集合であり、これらの部分集合は「〴段目からおもちゃ
を選ぶ」や「青い車を選ぶ」といった、より一般的な文を表す。

強調しておくと、事象とは標本空間の部分集合である。例えば、上のおもちゃの棚の例では、
事象 A を「青い車を選ぶ」と考え、その確率を 2

58 と求めた。事象 A の数学的な定義は、棚か
ら取られた〲つの青い車を含む集合である。

〷



2.2 確確確率率率ははは密密密かかかににに集集集合合合論論論ででであああるるる

もう〱つの例を考えよう。いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ のクラスに 11 人の学生がいるとする。彼は学生を〲列
に並べる。前列に 6 人、後列に 5 人である。

議論のために、いひ〮 く〧ぃはののづぬぬ が前列からランダムに〱人を選ぶ確率は何だろうか。各選択が同じ
ように起こりやすいと仮定すると、黄金公式より、

P (A) =
前列の学生の数

学生の総数
=

6

11
.

先ほどの用語で言えば、標本空間 S はすべての学生の集合に対応し、事象 A は前列の学生から
なる部分集合である。

{A = }, , , , ,

{S = }, , , , , , , , , ,

すぐに数えると、|A| = 6 かつ |S| = 11 である。この比を取ると確率 P (A) が得られる。した
がって、集合論の言葉では、黄金公式は次のように書ける。

P (A) =
|A|
|S|

.

これは、事象 Aの確率を計算するには、部分集合 Aの大きさを数え、それを標本空間 S の大き
さで割ればよい、ということである。さらに抽象的に言えば、下の図のような数え上げを行っ
ている。

S

A

|A| = 6

|S| = 11

P (A) =
6

11

〸



今後の参照のために、この公式をもう一度述べておく。

古古古典典典的的的確確確率率率ののの黄黄黄金金金公公公式式式ののの言言言いいい換換換えええ

すべての結果が同じように起こりやすいなら、事象 A の確率は

P (A) =
|A|
|S|

,

すなわち、A の濃度を標本空間 S の濃度で割ることによって求められる。

3 複複複合合合確確確率率率

3.1 複複複合合合事事事象象象ををを作作作るるる

〲つの事象 A と B があるとしよう。ここまでの議論から、P (A) と P (B) の求め方は分かってい
る。A または B に対応する結果の数を数え、それを標本空間の大きさで割ればよい。実は、A
と B から、not、and、or という〳つの論理的な部品を使って、多くの別の事象を作ることがで
きる。例えば、これら〳つの言葉を A と B に適用すると、次のような多くの文を作ることがで
き、それらはすべてそれ自体として事象である。

A または B

A または のはぴ B

B または のはぴ A

のはぴ A または のはぴ B

A または のはぴ A

B または のはぴ B

A かつ B

A かつ のはぴ B

B かつ のはぴ A

のはぴ A かつ のはぴ B

A かつ のはぴ A

B かつ のはぴ B

A B

のはぴ A のはぴ B

“not” を使う

【はひ】 を使う 【ちのつ】 を使
う

この図は、第〴回講義で集合論を議論したときに見た図とかなり似ている。実際、それは同じ図
である。not、and、or という〳つの操作は、次のように集合論へ直接翻訳できる。

言言言葉葉葉 集集集合合合ののの操操操作作作 意意意味味味

のはぴ A Ac A の補集合

A ちのつ B A ∩B A と B の共通部分

A はひ B A ∪B A と B の和集合

前の節によれば、任意の事象の確率は、その部分集合の大きさを数え、それを標本空間の大き
さで割ることで計算できる。上の〳つの文の場合、これによって次の〳つの新しい公式が得られ
る。

P (のはぴ A) =
|Ac|
|S|

,

〹



P (A ちのつ B) =
|A ∩B|
|S|

,

そして

P (A はひ B) =
|A ∪B|
|S|

.

したがって、これらの集合の大きさを求めることができれば、対応する複合確率を計算する公
式を作ることができる。ここから、これらを〱つずつ説明する。

3.2 補補補集集集合合合：：：not A

補集合 Ac とは、標本空間の中で、部分集合 A に入っていないすべてのものである。下の図で
は、補集合は塗られた領域である。

S

A

Ac

古典的確率の公式によれば、のはぴ〭A の確率を計算するには、補集合 Ac の大きさを数えればよ
い。

P (のはぴ A) =
|Ac|
|S|

.

A と Ac を合わせると標本空間全体を覆うので、

|A|+ |Ac| = |S| .

したがって、
|Ac| = |S| − |A| .

これを確率の公式に代入すると、

P (Ac) =
|Ac|
|S|

=
|S| − |A|
|S|

=
|S|
|S|
− |A|
|S|

= 1− P (A).

補補補集集集合合合ののの規規規則則則

任意の事象 A に対して、
P (のはぴ A) = 1− P (A).

〱〰



例例例。。。 真偽列の例で、E を「ううう が選ばれる」という事象とする。8 個の列がすべて同じよ
うに起こりやすいので、

P (E) =
1

8
.

補集合 Ec は「ううう が選ばれない」という事象である。有利な結果は、ううう 以外のすべ
て、つまり 7 個である。したがって、

P (Ec) =
7

8
.

同値に、補集合の規則を使うと、

P (Ec) = 1− P (E) = 1− 1

8
=

7

8
.

3.3 共共共通通通部部部分分分：：：A and B

A と B の共通部分は A ∩ B と書かれ、A と B の両方に同時に入っている結果の集合である。
視覚的には、〲つの集合の重なりである。

S

A B

A ∩B

黄金公式によれば、複合事象 A ちのつ B の確率は、それらの共通部分の大きさを含むはずであ
る。

P (A ちのつ B) =
|A ∩B|
|S|

.

残念ながら、|A| と |B| だけから A ∩ B の大きさを求める一般的な公式は存在しない。〲つの大
きな集合は、大きく重なることもあれば、少しだけ重なることもあり、まったく重ならないこ
ともある。したがって、P (A ちのつ B) を計算するには、〲つの事象がどのように関係しているか
についての情報が必要である。

3.4 条条条件件件付付付ききき確確確率率率

P (A ちのつ B) の公式を取り、少し代数計算をしてみよう。うまく工夫して、
|B|
|B|
という形に変装

した 1 を人工的に挿入する。基本的な代数計算を行うと、次が得られる。
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P (A ちのつ B) =
|A ∩B|
|S|

=
|A ∩B|
|S|

|B|
|B|

=
|A ∩B|
|B|

· |B|
|S|

.

これにより、私たちはこの確率を〲つの別の比の積として表すことができた。〲つ目の分数は見
慣れたもので、P (B) の定義である。一方、〱つ目の比は新しいものであり、条件付き確率と呼
ばれる特別な確率である。

定定定義義義：：：条条条件件件付付付ききき確確確率率率

条件付き確率 P (A | B) は、B が起こったと仮定したときに A が起こる確率である。古典
的確率では、

P (A | B) =
|A ∩B|
|B|

,

ただし |B| ≠ 0 とする。

条件付き確率という概念は、最初は分かりにくく見える。そこで、集合論を使って何が起きて
いるかを説明しよう。

先ほど述べたように、共通部分 A ∩ B の大きさを計算する完全な公式は存在しない。この大き
さを求める〱つの方法は、集合 B の中を見て、そこに見つかる A の事例をすべて数えることで
ある。これは、標本空間全体を取り、すでに B に入っていないものを選択的に無視するような
ものである。

S

A B

B の中だけを見る

B に制限

B

A ∩B

この新しい設定に基づいて確率を計算しようとすると、標本空間はもはや S ではなく、部分集
合 B であることに気づく。この意味で、標本空間が今や B であるため、この制限された状況で
A が起こる確率を数えようとするなら、黄金公式の分母には B を使う必要がある。

P (A,B の中で) =
A の元でもあり B の元でもあるものの数

B の大きさ
.

A の元であり、同時に B の元でもあるものは、ちょうど共通部分 A ∩B に入る。したがって、
上の確率から、先ほどの条件付き確率の公式を取り戻すことができる。

P (A | B) = P (A,B の中で) =
A の元でもあり B の元でもあるものの数

B の大きさ
=
|A ∩B|
|B|

.
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例として、公平なサイコロを振るとしよう。

A = {偶数が出る} ちのつ B = {4 より小さい数が出る}.

部分集合として書き出すと、事象 A と B は次のようになる。

A = {2, 4, 6}, ちのつ B = {1, 2, 3}.

そこで、あなたがサイコロを空中に投げたとする。サイコロが着地する前に、神が天から降り
てきて、あなたの耳元で「結果は 4 より小さくなる」とささやいたと想像しよう。これは、そ
の瞬間、4、5、6 が出ることはあり得ないと確実に知っている、ということである。この状況
で、事象 A が起こる可能性を評価し、新しい確率を計算しようとするなら、可能性の空間を

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

から、より小さな集合
{1, 2, 3}

へと切り詰めることになる。この小さな集合の中で、偶数は 2 だけである。したがって、

P (A | B) =
1

3
.

集合記法を使うと、
A ∩B = {2},

なので、

P (A | B) =
|A ∩B|
|B|

=
1

3
.

これらをまとめると、

P (B) =
3

6
=

1

2
, P (A ちのつ B) =

1

6
, P (A | B) =

1

3
.

面白いことに、たまたま
1

6
=

1

2
· 1
3

が成り立つ。しかし、これは偶然ではない。これは先ほど述べた一般公式の現れである。

P (A ちのつ B) =
|A ∩B|
|S|

=
|A ∩B|
|B|

· |B|
|S|

= P (A | B)P (B).

一一一般般般ののの乗乗乗法法法公公公式式式

関連する条件付き確率が定義されているとき、任意の事象 A と B に対して、

P (A ちのつ B) = P (B)P (A | B).

同値に、
P (A ちのつ B) = P (A)P (B | A).
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3.5 独独独立立立事事事象象象ととと従従従属属属事事事象象象

場合によっては、P (A ちのつ B) の公式を大きく簡単にできる。その方法をきちんと説明するため
には、まず独立事象と従属事象の区別をする必要がある。

独独独立立立事事事象象象ととと従従従属属属事事事象象象

A と B を事象とする。

• A と B は、一方が起こったと知っても他方の確率が変わらないとき、独独独立立立である。

• A と B は、一方が起こったと知ることで他方の確率が変わるとき、従従従属属属である。

思い出すと、確率は不確実性の科学である。したがって、従属事象の背後にある考え方は、事
象 B が起こったことを知ると、A の確率に影響するかもしれない、ということである。これ
は、B についての情報が何らかの形で事象 A に関係しているときに起こりうる。

先ほどのサイコロの例では、A を「偶数が出る」、B を「4 より小さい数が出る」とした。こ
の〲つの事象は従属である。なぜなら、B が起こると知ることで、私たちの確率が 1

2 から
1
3 に

実際に変わったからである。言い換えると、一方の事象についての情報が、他方の可能性につ
いての私たちの知識に影響したのである。

しかし、ある情報を知っても確率の評価を変える理由がない状況も考えられる。例えば、事象
C を「2 より大きい数が出る」としよう。このとき、部分集合としては

C = {3, 4, 5, 6}.

もし何らかの理由で、サイコロの結果が 2 より大きくなると絶対に分かっているなら、標本空
間を

{1, 2, 3, 4, 5, 6}
から部分集合

{3, 4, 5, 6}
へと制限できる。この制限された集合は奇数〲つと偶数〲つから成るので、偶数が出る確率は依
然として 1

2 である。これは P (A) と同じなので、C が起こると知っても、このシステムについ
て私たちが持つ確実性の度合いは変わらない。したがって、事象 A と C は独立である。

記号で書くと、A と B は
P (A | B) = P (A)

のとき独立であり、同値に、
P (B | A) = P (B)

である。

3.6 独独独立立立事事事象象象ののの乗乗乗法法法公公公式式式

A と B が独立なら、P (A | B) = P (A) を使って、P (A ちのつ B) の公式を大幅に簡単にできる。
代入を行うと、次の乗法公式が得られる。

独独独立立立事事事象象象ののの乗乗乗法法法公公公式式式

A と B が独立事象なら、
P (A ちのつ B) = P (A)P (B).
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例例例：：：2回回回のののコココイイインンン投投投げげげ。。。 公平なコインを〲回投げるとする。
A を「〱回目のコイン投げが裏である」という事象、B を「〲回目のコイン投げが裏であ
る」という事象とする。これらの事象は独立である。なぜなら、〱回目の結果は〲回目の結
果に影響しないからである。
したがって、

P (A ちのつ B) = P (A)P (B) =
1

2
· 1
2
=

1

4
.

同値に、標本空間は
S = {ええ〬 えご〬 ごえ〬 ごご},

であり、有利なのは ごご だけである。

例例例：：：2つつつののの別別別々々々のののデデデッッッキキキ。。。 〲つの別々のカードデッキをシャッフルするとする。
A を「デッキ〱の一番上のカードがエースである」という事象、B を「デッキ〲の一番上の
カードがエースである」という事象とする。これらの事象は独立であり、それぞれの確率
は

4

52
=

1

13
.

したがって、

P (A ちのつ B) =

(
1

13

)(
1

13

)
=

1

169
.

同値に、一番上のカードの順序付き組は 52× 52 = 2704 通りあり、そのうち〲枚ともエース
である組は 4× 4 = 16 通りである。したがって、

16

2704
=

1

169
.

次は従属事象の例である。

例例例：：：1つつつのののデデデッッッキキキかかかららら2枚枚枚のののエエエーーーススス。。。 52 枚のカードからなる〱つのデッキをシャッフルする
とする。

A = {〱枚目のカードがエースである},

かつ
B = {〲枚目のカードがエースである}.

これらの事象は従属である。なぜなら、〱枚目がエースなら、〲枚目を取るときには残り 51
枚の中にエースが 3 枚しか残っていないからである。計算すると、

P (A) =
4

52
=

1

13
,

また

P (B | A) =
3

51
.

したがって、

P (A ちのつ B) = P (A)P (B | A) = 1

13
· 3
51

=
1

221
.
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P (A and B) ののの計計計算算算方方方法法法

Step 1: 事象が独立かどうかを判断する。もし P (A) = P (A | B) なら、A と B は独立であ
る。

Step 2: A と B が独立なら、
P (A ちのつ B) = P (A)P (B).

を使う。

Step 3: 独立であっても従属であっても、任意の事象に対して、

P (A ちのつ B) = P (A)P (B | A),

または同値に、
P (A ちのつ B) = P (B)P (A | B).

を使うことができる。

3.7 和和和集集集合合合：：：A or B

こづっぴどはの 〳〮〱 によれば、複合事象「A はひ B」は集合論的な和集合 A ∪ B に対応する。したがっ
て、確率 P (A はひ B) を計算するには、この部分集合の大きさを数え、それを標本空間の大きさ
で割ればよい。

P (A はひ B) =
|A ∪B|
|S|

.

A と B の和集合は A∪B と書かれ、A に入っている、B に入っている、または両方に入ってい
る結果の集合である。

S

A B

A ∪B

先ほど議論した共通部分の場合と同様に、一般には、A と B の大きさだけから和集合 A ∪B の
大きさを求めることはできない。実際、前回の講義で見たように、素朴に

|A ∪B| = |A|+ |B|

と書きたくなる。しかし、これは一般には間違っている。なぜなら、重なり A ∩ B がうっか
り〲回数えられてしまうからである。例えば、

A = {1, 2, 3}, ちのつ B = {2, 3, 4},
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なら、それらの和集合は
A ∪B = {1, 2, 3, 4},

であり、その濃度は 4 である。しかし、

|A|+ |B| = 3 + 3 = 6 ̸= 4.

問題は、共通部分 {2, 3} の〲つ分が、和 3 + 3 = 6 の中に隠れていることである。

一般に、この問題を直すためには、共通部分を〱つ分引けばよい。

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| .

この観察を使うと、P (A はひ B) を P (A)、P (B)、P (A ちのつ B) によって表す一般公式を導ける。

P (A はひ B) =
|A ∪B|
|S|

=
|A|+ |B| − |A ∩B|

|S|

=
|A|
|S|

+
|B|
|S|
− |A ∩B|

|S|
= P (A) + P (B)− P (A ちのつ B).

これは加法公式として知られており、専用の箱に入れる価値がある。

加加加法法法公公公式式式

任意の事象 A と B に対して、

P (A はひ B) = P (A) + P (B)− P (A ちのつ B).

3.8 互互互いいいににに排排排反反反ななな事事事象象象

ときには、〲つの事象が同時には起こりえないことがある。例えば、〱回のコイン投げで、同時
に表と裏が出ることはない。このような事象を互いに排反であるという。視覚的には、互いに
排反な事象には重なりがない。

S

A B

互いに排反な事象
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定定定義義義：：：互互互いいいににに排排排反反反ななな事事事象象象

〲つの事象 A と B は、同時に起こりえないとき、互互互いいいににに排排排反反反である。同値に、A ∩ B = ∅
であり、これは

P (A ちのつ B) =
|A ∩B|
|S|

=
0

|S|
= 0.

を意味する。

この観察を使うと、A はひ B の確率の公式において、互いに排反な事象では第〳項が消えることが
分かる。

P (A はひ B) =
|A ∪B|
|S|

=
|A|+ |B| −����|A ∩B|

|S|

=
|A|
|S|

+
|B|
|S|
−
�

�
�
�|A ∩B|

|S|
= P (A) + P (B)−(((((((

P (A ちのつ B)

= P (A) + P (B).

これは、公式が A と B の確率の単純な足し算へと簡約されることを意味する。これは、互いに
排反な事象に対する加法公式として知られている。

互互互いいいににに排排排反反反ななな事事事象象象ににに対対対すすするるる加加加法法法公公公式式式

A と B が互いに排反なら、

P (A はひ B) = P (A) + P (B).

例として、標準的な 52 枚のカードデッキをシャッフルするとしよう。次の事象を定義する。

A = {一番上のカードがエースである},

B = {一番上のカードがスペードである},

そして
C = {一番上のカードがキングである}.

事象 A と B は互いに排反ではない。なぜなら、スペードのエースはエースでもあり、スペード
でもあるからである。しかし、A と C は互いに排反である。なぜなら、一番上のカードが同時
にエースでありキングであることはできないからである。

演演演習習習：：：エエエーーーススス、、、スススペペペーーードドド、、、キキキンンングググ

次を計算しなさい。

(a) P (A はひ B)〮
(b) P (A はひ C)〮

〱〸



解解解答答答

(a) 次が成り立つ。

P (A) =
4

52
, P (B) =

13

52
, P (A ちのつ B) =

1

52
.

したがって、

P (A はひ B) = P (A) + P (B)− P (A ちのつ B) =
4

52
+

13

52
− 1

52
=

16

52
=

4

13
.

(b) A と C は互いに排反なので、

P (A はひ C) = P (A) + P (C).

したがって、

P (A はひ C) =
4

52
+

4

52
=

8

52
=

2

13
.

まままとととめめめ：：：複複複合合合確確確率率率

この講義における主な複合事象は、not、and、or という言葉から作られる。集合記法で
は、これらは次のように対応する。

のはぴ A←→ Ac, A ちのつ B ←→ A ∩B, A はひ B ←→ A ∪B.

補集合については、
P (のはぴ A) = 1− P (A)

を使う。
共通部分については、乗法公式

P (A ちのつ B) = P (A)P (B | A),

または同値に、
P (A ちのつ B) = P (B)P (A | B)

を使う。事象が独立なら、これは

P (A ちのつ B) = P (A)P (B)

へと簡約される。
和集合については、加法公式

P (A はひ B) = P (A) + P (B)− P (A ちのつ B)

を使う。事象が互いに排反なら、P (A ちのつ B) = 0 なので、これは

P (A はひ B) = P (A) + P (B)

へと簡約される。

〱〹
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