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在第栵讲中，我们介绍了概率的基本词汇：简单事件、样本空间、事件、补事件、交集、并集、条
件概率和独立性。我们还看到，古典概率特别方便，因为所有结果都是等可能的，所以可以通过
我们的黄金公式用计数来计算概率。今天，我们会把这个理论付诸实践，研究一些与古典概率和
第栴讲的计数技巧有关的问题。之后，我们会开始超越古典概率，进入一个结果不一定等可能的一
般情形。这自然会引向概率分布，并最终回到描述统计。
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1 涉涉涉及及及计计计数数数的的的问问问题题题

今天我们会先花一些时间复习古典概率中的练习题，然后转向结果不一定等可能的情形。在此之
前，我们先简要回顾上一讲的理论。

1.1 形形形式式式体体体系系系的的的简简简要要要回回回顾顾顾

在第栵讲中，我们介绍了概率论的基本形式体系。值得回忆的几个关键概念如下：

栱栮 结果是指一次实验或操作可能发生的事情。
栲栮 所有结果的集合称为样本空间。形式上，这是一个包含所有结果 ω 的集合 S。

栳栮 事件可以宽泛地理解为我们能对系统作出的某种陈述。形式上，事件被定义为样本空间 S 的子
集 A。

栴栮 简单事件是只包含一个结果的特殊事件，也就是说，对于某个结果 ω ∈ S，有 A = {ω}。
栵栮 一个事件的概率记为 P (A)，它是 0 到 1 之间的一个数，其中 0 表示不可能，1 表示确定。

在第栵讲中，我们讨论了古典概率。古典概率额外假设所有结果都是等可能的，并且样本空间 S 总
共只包含有限多个结果。如果样本空间的大小为 |S| = n，那么每个结果的概率都是 1

n。事实上，
我们可以用几种等价方式来写这件事。严格地说，P 是一个以事件为输入的函数，而不是以结果
为输入的函数。因此，某个结果发生的概率应当用简单事件来写：

P ({ω}) = 1

n
.

上一讲的核心公式是古典概率的黄金公式。我们先直观地引入它，然后又基于集合的性质仔细研
究了它。黄金公式如下。

黄黄黄金金金公公公式式式

如果样本空间是有限的，并且所有结果都是等可能的，那么

P (A) =
有利结果的个数

结果的总个数
=

|A|
|S|

.

特别地，如果我们取一个简单事件 A = {ω}，那么就可以应用黄金公式，得到每个结果的概率
1
n。

黄金公式只适用于古典概率，也就是说，它适用于样本空间 S 有限且 S 中所有结果都等可能的情
形。很多时候，真正困难的并不是计算本身，而是把所有情况数清楚。接下来，我们会仔细看三
个例子，说明如何在不同语境中应用黄金公式。这些例子基于第栴讲的讨论：

• 从几个类别中作出选择，
• 将物体排列成不同顺序，
• 从一个大的集合中随机抽取。

1.2 例例例1：：：选选选择择择衬衬衬衫衫衫和和和领领领带带带

回忆第栴讲中的例子：衣柜里有 3 件衬衫和 4 条领带，我们想各选一件来组成一套穿搭。例如，其
中一种组合如下图所示。
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在这个设定下，我们可以开始随机选择物品，因此也可以把穿搭问题变成概率问题。考虑下面三
个问题。

练练练习习习 1

假设我们随机选择一件衬衫，然后随机选择一条领带，并且每件衬衫和每条领带被选中的机
会相同。

(a) 选择棕色衬衫的概率是多少？
(b) 选择白色衬衫和红色领带的概率是多少？
(c) 选择一套含有蓝色的穿搭的概率是多少？

为了回答这个问题，我们先建立一个样本空间。根据这个设定，结果是完整的穿搭选择。正如
第栴讲所见，它们可以排列成一个网格：

可以看到，一共有 12 = 3 × 4 种可能的穿搭。这意味着这个系统的样本空间 S 的大小是 12，即
|S| = 12。

(a) 第一个问题可以用几种不同方式回答。首先，我们可以在非正式层面直接使用黄金公式进行
计数。令 A 表示事件栐选择棕色衬衫和任意领带树。则

P (A) =
含有棕色衬衫的穿搭数

穿搭总数
=

4

12
=

1

3
.

另一种更实际的看法是，衬衫的选择与领带的选择完全分离，因此我们可以把衬衫的选择单
独看成一个概率系统。我们可以写出新的样本空间

S′ = {白色衬衫,蓝色衬衫,棕色衬衫}.
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共有三件衬衫，并且每件被选中的概率相同，所以选择棕色衬衫的概率就是 1
3。之后再选择

领带并不会改变选择棕色衬衫的概率。

(b) 下一个问题要求我们求一个单独结果的概率：白色衬衫和红色领带。直接使用黄金公式可得

P (白色衬衫和红色领带) =
白色衬衫和红色领带的穿搭数

穿搭总数
=

1

12
.

另一种方法是，定义事件 A 为栐选择白色衬衫树，事件 B 为栐选择红色领带树。那么栐选择白色
衬衫和红色领带树可以重新解释为

A 桡桮桤 B : 选择白色衬衫和红色领带.

由于这两个事件相互独立，我们可以使用之前的乘法公式，得到

P (A 桡桮桤 B) = P (A) · P (B) =
1

3
· 1
4
=

1

12
.

(c) 最后，我们计算选择某些蓝色物品的概率。这里同样有几种方法。也许最简单的方法是查看
样本空间，并把所有含有蓝色的穿搭标出来：

可以看到，这样的穿搭有 6 种。因此，我们可以直接应用黄金公式得到

P (某些蓝色物品) =
含有蓝色的穿搭数

穿搭总数
=

6

12
=

1

2
.

另一种方法是定义两个事件

B = {含有蓝色衬衫的穿搭} 桡桮桤 C = {含有蓝色领带的穿搭}.

上图中，集合 B 用红色表示，集合 C 用蓝色表示。注意，这两个事件不是互斥的，因为存
在一套穿搭同时包含蓝色衬衫和蓝色领带。这意味着计算 桯桲 语句时，必须减去这个重叠部
分：

P (B 桯桲 C) = P (B) + P (C)− P (B 桡桮桤 C) =
4

12
+

3

12
− 1

12
=

6

12
=

1

2
.

当然，所有这些问题也可以通过实际写出事件的符号形式来更正式地回答。我们可以把系统写成
衬衫和领带选择所对应的有序对集合：
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t1 t2 t3 t4

s1

s2

s3

(s1, t1) (s1, t2) (s1, t3) (s1, t4)

(s2, t1) (s2, t2) (s2, t3) (s2, t4)

(s3, t1) (s3, t2) (s3, t3) (s3, t4)

根据上图，棕色衬衫是第三件，对应 s3。我们可以把样本空间写成上方网格中所有有序对的集
合：

S = {(s1, t1), (s1, t2), . . . , (s3, t4)},

而所有含有棕色衬衫的穿搭组成的事件为

A = {(s3, t1), (s3, t2), (s3, t3), (s3, t4)}.

使用公式 P (A) = |A|
|S|，我们就得到与之前相同的结果 P (A) = 1

3。

1.3 例例例2：：：排排排列列列水水水果果果

回忆第栴讲中的水果篮例子。那里有 8 个不同的水果放在篮子里，我们逐个取出它们。正如我们所
见，共有 8! = 40320 种不同的取法，其中三种如下图所示：

练练练习习习 2

假设我们按顺序随机取出水果。换句话说，假设我们从篮子里的 8 个水果中随机选择一个排
列。

(a) 第一个取出猕猴桃的概率是多少？
(b) 选择一个草莓排在第三位的排列的概率是多少？
(c) 选择一个甜瓜排在第二位且樱桃排在第三位的排列的概率是多少？
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(a) 我们用两种方法来说明。首先，最简单的方法也许是直接观察：对于排列中的第一个位置，
篮子里的 8 个水果每个都有相同的概率被选中。共有 8 个水果，且只有一个是猕猴桃，因此
第一个取出猕猴桃的概率应为

P (猕猴桃排在第一位) =
猕猴桃的个数

水果总数
=

1

8
.

如果我们在完整排列的层面上回答这个问题，也可以确认这一点。题目说明每个排列都是等
可能的，所以我们也可以通过下面的比值计算第一个取出猕猴桃的概率：

P (猕猴桃排在第一位) =
猕猴桃排在第一位的排列数

排列总数
.

对于分母，第栴讲中我们已经看到，排列 8 个水果共有 8! = 40320 种不同方式。对于上面的
分子，我们可以通过把猕猴桃固定在第一位来计算。例如，下面是三种猕猴桃固定在第一位
的可能排列：

为了计算这些排列的总数，我们注意到还有 7 个水果需要排列，并且有 7 个位置可以放它
们。因此，总的可能排列数是 7!，约分后得到与之前相同的概率：

P (猕猴桃排在第一位) =
猕猴桃排在第一位的排列数

排列总数

=
7!

8!
=

�7× �6× �5× �4× �3× �2× �1

8× �7× �6× �5× �4× �3× �2× �1
=

1

8
.

(b) 按照同样的逻辑，我们可以把草莓固定在某个位置，然后排列它周围的所有水果。例如，三
种这样的排列可能是：
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与上一问一样，草莓周围还有 7 个水果需要排列，并且有 7! 种方法。因此，概率再次化简为

P (草莓排在第三位) =
草莓排在第三位的排列数

排列总数

=
7!

8!
=

�7× �6× �5× �4× �3× �2× �1

8× �7× �6× �5× �4× �3× �2× �1
=

1

8
.

(c) 最后，我们要求的是选择一个甜瓜在第二位且樱桃在第三位的排列的概率。我们会作两种论
证。首先，可以像之前一样进行纯计数。不过，与前两个问题不同，这里已经有两个位置被
占据。例如，一些排列可能如下：

在这种情况下，我们实际上是在数剩下 6 个水果围绕甜瓜和樱桃重新排列的方法。由于有 6
个水果，总排列数是 6!，因此概率为

P (甜瓜第二，樱桃第三) =
甜瓜第二且樱桃第三的排列数

排列总数

=
6!

8!
=

�6× �5× �4× �3× �2× �1

8× 7× �6× �5× �4× �3× �2× �1
=

1

8× 7
=

1

56
.

另一种方法是把这个问题解释为复合事件。如果令

A = {甜瓜排在第二位}, B = {樱桃排在第三位},

那么我们要求的概率是 P (A 桡桮桤 B)。根据 栐桡桮桤树 语句的公式，我们需要计算条件概率
P (A|B)。根据 栨桡栩 和 栨桢栩 的讨论，樱桃出现在第三位的概率是 1

8，因为有 8 个可能的位置，
并且每个位置同样可能包含樱桃。相比之下，为了计算条件概率 P (A|B)，我们需要在已知
樱桃会落在第三位的条件下，计算甜瓜被放在第二位的概率。既然我们知道樱桃在第三位，
那么可用位置数就从 8 减少到 7：
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甜瓜落在这些位置中的每一个位置都是等可能的。特别地，我们得到甜瓜出现在第二位的概
率是 1

7。把这些放在一起，就可以用这个条件概率乘以 P (B) 来计算复合概率：

P (A 桡桮桤 B) = P (A|B) · P (B) =
1

7
· 1
8
=

1

56
.

1.4 例例例3：：：皇皇皇家家家同同同花花花顺顺顺

扑克有几种不同玩法。一种简单的玩法叫作五张抽牌，顾名思义，每位玩家会得到 5 张手牌。玩
家可以随意重新排列手牌，因此手牌中卡牌的顺序完全不重要。按照规则，最好的牌型是栐皇家同
花顺树，它由同一花色的最高 5 张牌组成：10、桊、桑、桋 和 桁。

练练练习习习 3

玩家拿到皇家同花顺的概率是多少？

为了回答这个问题，我们会结合黄金公式和组合数学。概率应为

P (皇家同花顺) =
可能的皇家同花顺数

可能的手牌数
.

幸运的是，分子很容易计算。有 4 种花色，因此可能的皇家同花顺有 4 种：

为了计算分母，我们回忆一副标准扑克牌有 52 张牌。根据五张抽牌的规则，一副手牌由 5 张牌组
成，并且手牌中牌的顺序并不重要。这意味着我们需要数从 52 张牌中选出 5 张，且不考虑顺序的
方法数。为此，我们使用第栴讲中的 Cn,r 公式。这里 n = 52，r = 5：

C52,5 =
52!

5!47!
= 2, 598, 960.

有了这个结果，我们可以计算概率：

P (皇家同花顺) =
可能的皇家同花顺数

可能的手牌数
=

4

2, 598, 960
=

1

649, 740
.

因此，拿到皇家同花顺的机会是 649, 740 分之 1。这个例子很好地提醒我们，黄金公式本身非常简
单。困难的部分通常在分母：在计算概率之前，我们需要充分理解样本空间的结构，才能把它数
清楚。
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2 超超超越越越古古古典典典概概概率率率

2.1 古古古典典典概概概率率率中中中的的的隐隐隐藏藏藏假假假设设设

到目前为止，我们几乎所有概率计算都使用了黄金公式：

P (A) =
|A|
|S|

.

在适用时，这个公式非常有用。但是，它的使用范围有限，因为它假设 n 个结果都以相同概率发
生，即 1

n。这个假设通常可以由系统中的某种对称性来解释：公平硬币有两个相对的面，6 面骰子
是一个立方体，等等。然而，现实中很多系统并不是这样完全对称的。在这些情况下，我们仍然
可以讨论概率问题，但必须放松栐每个结果都有相同机会发生树这一假设。

例如，假设一枚硬币落在正面或反面的概率不均匀，比如：

P (H) = 0.4, P (T ) = 0.6.

这里 P (H) 的意思是 P ({H})，T 也是类似的。 这里样本空间仍然是 S = {H,T}，但是概率不再
都是 50%。换句话说，两个结果不再等可能。注意，在这里我们不能使用简单的黄金公式来确定
事件的概率：

P (正面朝上) ̸= S 中正面的个数

S 的大小
=

1

2
.

这只是一个简单的例子，但它说明我们需要一种更一般的概率处理方式。接下来我们会详细讨论
这一点。在本节中，我们仍然假设概率论的所有规则成立，但是我们不再假设每个结果都是等可
能的。

2.2 给给给简简简单单单事事事件件件分分分配配配概概概率率率

令 S 是一个有限样本空间，例如：

S = {ω1, ω2, . . . , ωn}.

这里 ωi 是这个系统的 n 个不同结果。我们不再假设每个 ωi 都有固定概率
1
n，而是放松这个假

设，把每个单独结果的概率简单写为
p(ωi),

这只是 P ({ωi}) 的简写。

为了与概率论的其他规则相容，我们仍然需要要求：

栱栮 每个概率 p(ωi) 都是 0 到 1 之间的数；

栲栮 它们所有概率的总和等于 1：

n∑
i=1

p(ωi) = p(ω1) + p(ω2) + · · ·+ p(ωn) = 1.

根



可以验证，我们的不公平硬币例子满足这些性质。使用这个设置，我们可以为更一般的情形建立
一个新的栐黄金公式树。

有有有限限限概概概率率率模模模型型型

令 S = {ω1, ω2, . . . , ωn} 是一个大小为 n 的有限样本空间。一个概率模型为每个结果 ωi 分配
一个数 p(ωi)，使得

0 ≤ p(ωi) ≤ 1

并且 ∑
ω∈S

p(ω) = 1.

那么，对任意事件 A ⊆ S，我们定义

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω).

最后这个公式就是黄金公式在一般情形下的替代品。它说明，为了计算事件 A 的概率，我们必须
查看 A 中包含的所有结果 ω，然后把它们的概率加起来。

事实上，古典概率的黄金公式只是这个更一般思想的一个特例。为此，假设事件 A 包含 m 个结
果，也就是说

A = {ω1, ..., ωm}.

如果我们暂时假设每个 ωi 都带有相同概率
1
n，其中 n 是样本空间 S 的大小，那么简单的代数计

算给出：

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω) = p(ω1) + ...+ p(ωm) =
1

n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
m 个

=
1 + ...+ 1

n
=

m

n
=

|A|
|S|

.

因此，我们看到古典概率的黄金公式已经被包含在一个更大的框架之中。

2.3 熟熟熟悉悉悉的的的公公公式式式仍仍仍然然然成成成立立立

尽管我们已经超越了古典概率，第栵讲中的主要概率公式仍然成立。为完整起见，我们再次列出它
们。
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概概概率率率公公公式式式

对于事件 A 和 B：
P (桮桯桴 A) = 1− P (A).

对于 桡桮桤 语句：

P (A 桡桮桤 B) =

{
P (A) · P (B), A 和 B 独立时,

P (A|B) · P (B), A 和 B 相关时（且 P (B) ̸= 0）.

对于 桯桲 语句：

P (A 桯桲 B) =

{
P (A) + P (B), A 和 B 互斥时,

P (A) + P (B)− P (A 桡桮桤 B), 一般情形.

我们简要说明为什么这是合理的。

对于补事件，样本空间分成两个不重叠的部分：

S = A ∪Ac.

任何东西要么属于 A，要么不属于 A。因此

P (A) + P (Ac) = 1,

所以
P (Ac) = 1− P (A).

对于 桯桲 语句，问题在于重叠。如果我们把 P (A) 和 P (B) 相加，那么 A ∩B 中的每个结果都会被
数两次。因此我们减去一份：

P (A 桯桲 B) = P (A) + P (B)− P (A 桡桮桤 B).

对于 桡桮桤 语句，一般规则来自条件概率。如果 P (A) ̸= 0，那么

P (B|A) = P (A 桡桮桤 B)

P (A)
.

整理得到
P (A 桡桮桤 B) = P (A) · P (B|A).

如果 A 和 B 独立，那么知道 A 发生并不会改变 B 的概率。在这种情况下，

P (B|A) = P (B),

所以
P (A 桡桮桤 B) = P (A) · P (B).

栱栱



2.4 例例例：：：不不不公公公平平平的的的骰骰骰子子子

假设我们有一个不公平的骰子，其概率如下：

p(1) = 0.1, p(2) = 0.1, p(3) = 0.1, p(4) = 0.1, p(5) = 0.5, p(6) = 0.1.

这不是一个公平骰子，因为掷出 5 的概率远高于其他每一个结果。然而，它仍然是一个完全有效
的概率模型，因为每个单独的概率都在 0 和 1 之间，并且它们的总和正好等于 1：

0.1 + 0.1 + 0.1 + 0.1 + 0.5 + 0.1 = 1.

现在我们用新的公式来计算与这个系统有关的一些概率。

练练练习习习 4

使用上面的不公平骰子，计算下列概率：

(a) 掷出不是 5 的数的概率是多少？

(b) 掷出偶数的概率是多少？
(c) 掷出小于 3 的数的概率是多少？

解解解答答答

(a) 令 A 为事件栐掷出 5树。那么事件栐掷出不是 5 的数树就是 A 的补事件。因此

P (不是 5) = 1− p(5) = 1− 0.5 = 0.5.

(b) 偶数结果是 2、4 和 6。因此

P (偶数) = p(2) + p(4) + p(6) = 0.1 + 0.1 + 0.1 = 0.3.

(c) 小于 3 的结果是 1 和 2。因此

P (小于 3) = p(1) + p(2) = 0.1 + 0.1 = 0.2.

2.5 例例例：：：不不不公公公平平平的的的硬硬硬币币币

回到我们的不公平硬币例子，其中

P (H) = 0.4, 桡桮桤 P (T ) = 0.6.

练练练习习习 5

假设我们把这枚不公平硬币独立地连续抛掷若干次。

(a) 连续两次正面朝上的概率是多少？
(b) 一次正面、一次反面，以任意顺序出现的概率是多少？
(c) 连续三次反面朝上的概率是多少？
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解解解答答答

(a) 令 A 为事件栐第一次抛掷正面朝上树，B 为事件栐第二次抛掷正面朝上树。这些抛掷相互独
立，所以可以直接相乘：

P (HH) = P (H) · P (H) = 0.4× 0.4 = 0.16.

(b) 要得到一次正面和一次反面，并且顺序任意，有两种可能序列：

HT 桯桲 TH.

这两个事件互斥，所以我们把它们的概率相加：

P (HT 桯桲 TH) = P (HT ) + P (TH).

由于硬币抛掷相互独立，
P (HT ) = 0.4× 0.6 = 0.24,

并且
P (TH) = 0.6× 0.4 = 0.24.

因此
P (HT 桯桲 TH) = 0.24 + 0.24 = 0.48.

(c) 连续三次反面朝上的概率是

P (TTT ) = P (T ) · P (T ) · P (T ) = 0.6× 0.6× 0.6 = 0.216.

作为 栨桢栩 的扩展，我们可以写出两次抛掷的完整样本空间：

S = {HH,HT, TH, TT}.

四个概率由乘法得到：

结果 HH HT TH TT

概率 0.16 0.24 0.24 0.36

这些概率并不相等，并且总体上概率偏向于 TT，远离 HH。作为确认，这些概率确实应当加起来
等于 1：

0.16 + 0.24 + 0.24 + 0.36 = 1.

3 离离离散散散概概概率率率分分分布布布

3.1 从从从概概概率率率权权权重重重到到到分分分布布布

在第栲栮栴节的不公平骰子例子中，我们给每个结果分配了概率：

p(1) = 0.1, p(2) = 0.1, p(3) = 0.1, p(4) = 0.1, p(5) = 0.5, p(6) = 0.1.

现在我们要作一个概念上的跳跃：这一组信息可以像数据一样整理，也就是说，我们可以把它写
成表格，并画成直方图：
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ω p(ω)

1 0.1

2 0.1

3 0.1

4 0.1

5 0.5

6 0.1

栱 栲 栳 栴 栵 栶
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

结果 ω
概
率

p
(ω

)

这很像我们在第栲讲中的讨论。不过，现在我们带有概率语境：柱子的高度不是单纯的计数，而是
概率。因此，这个直方图告诉我们整个系统的概率如何分布在各个单独结果上。于是我们就得到
了概率分布。

概概概率率率分分分布布布

概概概率率率分分分布布布告诉我们，概率如何分布在随机实验的可能结果或可能取值之间。

接下来，我们简要讨论概率分布横轴的含义。

3.2 随随随机机机变变变量量量

在上面的例子中，直方图的 x 轴由样本空间标记，也就是从 1 到 6 的数。在通常的数学中，我们
可能用一个变量来标记这条轴，也就是一个神秘的字母 x，它可以取实数轴上的值。普通图像通常
通过让 x 变量沿着数轴移动，并计算相应输出而得到描述。对于概率分布，我们面对的不是简单
地栐滑动树变量，而是让变量随机地取样本空间中的某个值。因此，我们把 x栭轴解释为显示随机变
量的可能取值。我们通常用大写字母来表示随机变量，例如 X。

我们会在后面的讲义中详细讨论随机变量，尤其是在第核讲处理二项分布时。现在，只需理解下面
的定义就足够了。

定定定义义义：：：随随随机机机变变变量量量

随随随机机机变变变量量量是一个规则，它给随机实验的每个结果分配一个数值。

这里的思想是：给定的样本空间不一定由可以直接画成直方图的定量数据组成。因此，随机变量
给了我们一种把结果转化为数字的方法，从而可以对得到的概率分布使用描述统计。
例如，假设我们有一枚公平硬币，并且抛掷两次。样本空间是定性的：

S = {HH,HT, TH, TT}

对应的概率为

P (HH) = P (HT ) = P (TH) = P (TT ) =
1

4
.

由此，我们可以通过计数来定义一个随机变量 X，例如：

X =正面的个数.
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这使我们能够用数字来描述同一个系统：

X(HH) = 2, X(HT ) = 1, X(TH) = 1, X(TT ) = 0.

从这里，我们可以重新计算概率：

P (X = 0) = P (TT ) =
1

4
, P (X = 1) = P (HT )+P (TH) =

1

4
+
1

4
=

1

2
, P (X = 2) = P (HH) =

1

4
.

由这些信息，我们得到一个真正的概率分布：

栰 栱 栲
0

1
4

1
2

x

P
(X

=
x
)

3.3 离离离散散散概概概率率率分分分布布布

回忆一下，普通数字，例如 3，既可以有离散的解释，也可以有连续的解释：我们可以把 3 看成某
些东西的数量，也可以把 3 看成一段连续区间的长度。在本讲中，我们只处理离散随机变量，因
为我们的样本空间都是有限大小的。

定定定义义义：：：离离离散散散概概概率率率分分分布布布

如果 X 是一个有限离散随机变量，其可能取值为

x1, x2, . . . , xn,

那么一个离离离散散散概概概率率率分分分布布布会给每个取值分配一个概率：

P (X = x1), P (X = x2), . . . , P (X = xn).

这些概率必须满足
0 ≤ P (X = xi) ≤ 1

并且
P (X = x1) + P (X = x2) + · · ·+ P (X = xn) = 1.

一旦我们有了分布，概率问题就变成了加法问题。例如，

P (X ≥ 1) = P (X = 1) + P (X = 2) =
2

4
+

1

4
=

3

4
.

用语言来说，这就是至少得到一次正面的概率。
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类似地，

P (X < 2) = P (X = 0) + P (X = 1) =
1

4
+

2

4
=

3

4
.

如如如何何何使使使用用用离离离散散散分分分布布布

要计算涉及 X 的某个条件的概率，就把所有满足该条件的取值 x 的概率加起来。
例如，

P (X ≥ 1) =
∑
x≥1

P (X = x).

3.4 分分分布布布的的的形形形状状状

正如我们在第栳讲中看到的，直方图的形状可以有效地告诉我们一个分布的整体结构。同样的思想
也适用于概率分布。也许最简单的情况就是古典概率。在这里，每个结果都有完全相同的概率，
因此得到的分布是均匀的：

栱 栲 栳 栴 栵 栶
0

0.1

0.2

结果

概
率

不过，其他系统可能呈现不同的形状。例如，概率可能向左偏斜、向右偏斜，甚至呈对称的钟形
或山形：

栱 栲 栳 栴 栵 栶
0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

P
(X

=
x
)

右偏分布
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栱 栲 栳 栴 栵 栶
0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

P
(X

=
x
)

左偏分布

栱 栲 栳 栴 栵 栶 样
0

0.1

0.2

0.3

x

P
(X

=
x
)

对称山形分布

在第核讲和第根讲中，我们会详细讨论离散概率分布。正如我们将会看到的，二项分布是概率中一
个特别有趣的设置。

哇！我没来得及把期望值那一部分打出来！我会在周末补上。
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