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在本讲中，我们将发展 条件概率。正如我们在第圵讲中简要看到的，条件概率是指在我们获得了
关于所研究系统的某种额外信息之后所计算的概率。现在，我们将通过考察古典概率之外的一些
一般计算，更仔细地研究这一概念。我们还会介绍 决策树，它为组织多步骤概率问题提供了一种
实用方法。最后，我们将讨论三个涉及条件概率的著名例子：蒙提霍尔问题、生日悖论和医学检
测。
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1 条条条件件件概概概率率率的的的一一一般般般形形形式式式

假设你知道你的邻居有两个孩子。你去他们家敲门，一个男孩来开门。那么，另一个孩子也是男
孩的概率是多少？

令人惊讶的是，答案其实是 1
3。第一次听到这个答案时，它确实相当令人意外，但它是正确的。

我们简单分析一下这个问题。首先，可能的有序结果有四个：

S = {BB,BG,GB,GG}.

朴素地说，我们会认为这些结果各自有 1
4 的概率发生。然而，通过看到至少有一个孩子是男孩，

我们获得了一次信息更新：现在我们知道 圐均均圑 这个选项已经不可能了。这把可能性的空间缩小
为：

换句话说，样本空间实际上被缩小为：

{(男孩圬 男孩), (女孩圬 男孩), (男孩圬 女孩)}.

这三个结果中，只有一个结果是两个孩子都是男孩。因此：

P (两个男孩 |至少一个男孩) =
1

3
.

这就是一次条件概率计算。条件概率根据更新后的信息或额外假设来计算不确定性。正如你所看
到的，条件概率的结果常常令人惊讶，并且违背直觉。今天我们将介绍几种方法，用来处理这种
容易让人混乱的情况。我们会先简要复习前几讲中已经见过的一些理论，然后把它应用到一些基
本计算中。之后，我们会学习决策树，它可以把概率整理成一个非常容易理解的结果系统。最
后，我们将以几个涉及条件概率的著名反直觉例子结束本讲：蒙提霍尔问题、生日悖论，以及医
学检测的可靠性。

1.1 简简简要要要复复复习习习

回忆一下，在古典概率中，所有单个结果都是等可能的。正如我们在第圶讲中讨论过的，这是一种
特殊假设，它给了我们一种确定概率的特殊方法：

P (A) =
|A|
|S|

.
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上面的公式说明，由于每个结果都被假设为等可能，我们可以通过数出任意事件 A 的大小，并计
算它在样本空间 S 中所占的比例，来确定 P (A)。

相反，在一般概率中，我们放松了圐每个结果都有相同概率发生圑这一假设。用 ω 表示一个单独的
结果，在一般概率中，我们不假设所有概率 p(ω) 都相同。因此，我们不能仅仅通过数事件 A 的大
小来确定它的概率。相反，我们必须把 A 中所有结果的概率加起来。这个和就是概率 P (A)：

P (A) =
∑

ω in A

p(ω).

正如我们在上一讲中提到的，复合事件的公式在一般情形下仍然有效。不过，它们的理由有所不
同，但仍然可以照常使用。

圱圮 要确定事件 A 不发生的概率，可以使用公式：

P (坮坯坴 A) = 1− P (A).

圲圮 要确定两个事件 A 和 B 同时发生的概率，可以使用以下公式：

P (A 坡坮坤 B) =

{
P (A) · P (B), 如果 A 和 B 独立,

P (A | B) · P (B), 如果 A 和 B 相关，并且 P (B) ̸= 0.

圳圮 要确定两个事件 A 或 B 至少一个发生，或两者都发生的概率，可以使用以下公式：

P (A 坯坲 B) =

{
P (A) + P (B), 如果 A 和 B 互斥,

P (A) + P (B)− P (A 坡坮坤 B), 如果 A 和 B 不互斥.

我们在第圵讲中提到，符号 P (A | B) 表示在我们知道 B 一定会发生的条件下，A 发生的概率。在
那次讨论中，我们提到，对于古典概率，可以用 P (A 坡坮坤 B) 的公式来发现 P (A | B) 的公式。回

忆一下，如果我们刻意把 1 = |B|
|B| 插入到古典版的 均坯坬坤坥坮 坆坯坲坭坵坬坡 中，就会得到：

P (A 坡坮坤 B) =
|A ∩B|
|S|

=
|A ∩B|
|S|

· |B|
|B|

=
|A ∩B|
|B|

· |B|
|S|

.

第二个因子正是 P (B)，而第一个因子给出了一个新的公式：

P (A | B) =
|A ∩B|
|B|

.

用概率语言来说，这个公式是在把 B 当作样本空间，而不是从 S 开始时，确定 A 的概率。换句
话说，它是在 B 被保证发生的条件下，A 的概率。

在一般概率论中，也有类似公式：

P (A | B) =

∑
ω∈A∩B p(ω)∑
ω∈B p(ω)

=
∑

ω∈A∩B

p(ω)

P (B)
, 坰坲坯坶坩坤坥坤 P (B) ̸= 0.

这个公式看起来相当不漂亮。现在，只要你认识到它存在就足够了。过一会儿，我们会用一个清
楚的例子把它解释明白。
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无论是古典情形还是一般情形，我们总是可以重新整理 P (A 坡坮坤 B) 的公式，从而得到条件概率
的另一种表达：

P (A 坡坮坤 B) = P (A | B) · P (B) −→ P (A | B) =
P (A 坡坮坤 B)

P (B)
, P (B) ̸= 0.

如果我们交换 A 和 B 的角色，同样的过程也适用：

P (B 坡坮坤 A) = P (B | A) · P (A) −→ P (B | A) = P (A 坡坮坤 B)

P (A)
, P (A) ̸= 0.

这些公式给了我们一种求条件概率的有用方法：如果我们知道 P (A 坡坮坤 B)，以及我们假设已经知
道的那个事件的概率，那么就可以使用上面的两个公式之一来计算条件概率。下面我们通过两个
例子来说明这一点。

1.2 例例例1：：：古古古典典典情情情形形形中中中的的的条条条件件件概概概率率率

在第圵讲中，我们已经简要看过条件概率。当时，我们接触了下面这个例子。假设你掷一个公平的
坤坩坣坥，并考虑两个事件：

A = {坤坩坣坥 掷出偶数},
以及

B = {坤坩坣坥 掷出小于 4 的数}.
由于我们使用的是普通的 6 面 坤坩坣坥，样本空间以及事件 A 和 B 可以用集合记法写成：

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 4, 6}, B = {1, 2, 3}.

现在，想象你把 坤坩坣坥 掷到空中，它正在旋转时，时间突然慢了下来，神从天上降临。他在你耳边
低声说：圐坤坩坣坥 会落在一个小于 4 的数上。圑 在这一刻，你绝对知道事件 B 会发生。因此，你对事
件 A 是否发生的不确定性也可能发生变化。

为了求出在 B 被保证发生时 A 发生的新概率，我们可以把整个样本空间有效地缩小到小于 4 的那
部分数：

S = {1, 2, 3,���4, 5, 6} −→ {1, 2, 3}

在这个受限制的系统中，我们注意到现在只有三个可能结果，而其中只有一个是偶数。因此，掷
出偶数的概率会从原来的 1

2 变为
1
3。我们刚刚做的事情，就是计算事件 A 在给定 B 条件下的条

件概率。用符号表示，条件概率 P (A | B) 可以通过重新整理 A 和 B 同时发生的概率公式得到：

P (A 坡坮坤 B) = P (A | B) · P (B) −→ P (A | B) =
P (A 坡坮坤 B)

P (B)
.

通过观察可以看到，集合 A 与 B 的交集是 A ∩B = {2}。因此，上面的论证可以用符号写成：

P (A | B) =
|A ∩B|
|B|

=
|{2}|

|{1, 2, 3}|
=

1

3
.

或许更简单的方法是先直接计算 P (A 坡坮坤 B) 和 P (B)，然后代入公式：

P (A | B) =
P (A 坡坮坤 B)

P (B)
=

1

6
÷ 3

6
=

1

3
.
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1.3 例例例2：：：一一一般般般情情情形形形中中中的的的条条条件件件概概概率率率

现在假设我们把这个 坤坩坣坥 换成一个不公平的 坤坩坣坥，新的概率如下：

p(1) = 0.1, p(2) = 0.2, p(3) = 0.1, p(4) = 0.1, p(5) = 0.1, p(6) = 0.4.

仍然使用前面的事件和样本空间：

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 4, 6}, B = {1, 2, 3}.

现在注意，我们不是在使用古典概率。这意味着，我们不能简单地数子集的大小来确定概率。相
反，我们必须把每个事件中所包含的各个结果的概率加起来。因此，A 和 B 的概率现在是：

B = {1, 2, 3} =⇒ P (B) = p(1) + p(2) + p(3) = 0.1 + 0.2 + 0.1 = 0.4

A = {2, 4, 6} =⇒ P (A) = p(2) + p(4) + p(6) = 0.2 + 0.1 + 0.4 = 0.7

因此，在这个不公平系统中，每次掷 坤坩坣坥 时，得到偶数的概率是 70%。现在，再次假设当我们把
坤坩坣坥 掷到空中时，神降临并告诉我们结果一定会是一个小于 4 的数。在这种情况下，我们对事件
A 的不确定性再次发生变化，因为我们已经排除了得到 4、5 或 6 的可能性。因此，基于给定的信
息，新的系统有一个缩小后的样本空间：

S = {1, 2, 3,���4, 5, 6} −→ {1, 2, 3}

粗略地说，结果 1, 2, 3 的概率现在需要被调整，使它们在这个新系统中加起来等于 1。数学上，做
到这一点的方法是把每个概率除以缩小后样本空间的概率 P (B) = 0.4。注意，这样做之后，所有
可能结果的和确实等于 1：

p(1)

P (B)
+

p(2)

P (B)
+

p(3)

P (B)
=

0.1

0.4
+

0.2

0.4
+

0.1

0.4
=

0.4

0.4
= 1.

因此，B 中各个单独结果的条件概率，可以通过把原始概率除以缩小后样本空间的总概率来得
到。特别地，如果我们看得到 2 的新概率，就有：

p(2 | B) =
p(2)

P (B)
=

0.2

0.4
=

1

2
.

这里，p(2 | B) 是 P ({2} | B) 的简写。 从某种意义上说，这很合理。注意，在原来的系统中，
三个结果 1, 2, 3 的概率分别是 0.1, 0.2, 0.1。得到 1 或 3 的概率相等，都是 0.1，而得到 2 的概率
是它们的两倍，即 0.2。所以，如果我们突然只关注这三个结果，就会期望这种比例关系仍然保
持：P (2 | B) 应该是 P (1 | B) 和 P (3 | B) 的两倍，并且后两者应该相等。实现这一点的唯一方法
就是：

P (1 | B) =
1

4
, P (2 | B) =

1

2
, 坡坮坤 P (3 | B) =

1

4
.

为了在这个系统中计算条件概率 P (A | B)，我们可以先计算 P (A 坡坮坤 B)，然后使用和前面相同
的公式。要强调的是，我们不是在古典概率中，所以为了确定复合事件 A 坡坮坤 B 的概率，我们需
要查看交集 A ∩B，并把这个集合中每个结果的概率加起来。由于 A ∩B = {2}，这里只有一个结
果，也就是掷出 2，因此这个和中只有一项。于是，我们得到 P (A 坡坮坤 B) = 0.2。

现在，我们可以使用条件概率公式来确认前面的论证：

P (A | B) =
P (A 坡坮坤 B)

P (B)
=

0.2

0.4
= 0.5,

圵



这与前面的答案相同。

练练练习习习

计算这个不公平 坤坩坣坥 的条件概率 P (B | A)。

解解解答答答

我们要计算 P (B | A)，也就是在已经知道 坤坩坣坥 落在偶数上的条件下，它落在小于 4 的数上的
概率。 交集是

A ∩B = {2},

所以和前面一样，P (A 坡坮坤 B) = 0.2。不过现在，在应用公式之前，我们需要先计算 P (A)。
我们有：

P (A) = p(2) + p(4) + p(6) = 0.2 + 0.1 + 0.4 = 0.7,

因此

P (B | A) =
P (A 坡坮坤 B)

P (A)
=

0.2

0.7
=

2

7
.

1.4 贝贝贝叶叶叶斯斯斯定定定理理理

正如前面的练习所说明的，两个条件概率

P (A | B) 坡坮坤 P (B | A)

一般来说并不相同。不过，它们仍然彼此相关。根据 坓坥坣坴坩坯坮 圱圮圱 中的讨论，我们有两种不同的方
法来确定概率 P (A 坡坮坤 B)：

P (A 坡坮坤 B) = P (A | B) · P (B), 坡坮坤 P (A 坡坮坤 B) = P (B | A) · P (A).

我们可以把这两个表达式相等，并重新整理，得到：

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
.

这个关系被称为贝叶斯定理。

贝贝贝叶叶叶斯斯斯定定定理理理

对于一对事件 A 和 B，如果 P (A) ̸= 0 且 P (B) ̸= 0，那么

P (A | B) =
P (B | A) · P (A)

P (B)
.

当我们知道一个条件概率，并想计算另一个条件概率时，贝叶斯定理特别有用。例如，根据上一
节中不公平 坤坩坣坥 的例子，我们有：

P (B | A) =
P (A | B) · P (B)

P (A)
=

0.5× 0.4

0.7
=

2

7
.
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2 决决决策策策树树树

当研究一系列可能相互影响的连续选择时，条件概率自然会出现。在小系统中，简单地画出所有
可能发生的事情的空间会非常有帮助。一种方法是使用决策树，这是一种根据多阶段过程的每一
步进行分支的图。为了引入这个想法，我们先从一个相当复杂的例子开始。

2.1 一一一个个个引引引入入入例例例子子子：：：攀攀攀岩岩岩者者者

假设我们跟踪某人攀爬岩壁时手的移动。我们可以把这个情形理想化为一种圐图圑，它展示了彩色岩
点网络之间的连接关系：

在这幅图中，随着攀岩者向上移动，他的手会从底部的蓝色岩点出发，向上沿着某条路径到达顶
部的绿色或红色岩点。注意，在这个过程的某些阶段，攀岩者面临如何继续前进的选择。例如，
在岩壁的最开始处，攀岩者可以选择从蓝色岩点到橙色岩点，也可以选择到红色岩点。在其他
点，攀岩者不能选择该做什么，因为路径已经确定。例如，从第一个橙色岩点出发，必须沿着路
径到达下一个绿色岩点。

假设每次攀岩者做选择时，他有 圵地圥 的概率选择左边的岩点，也有 圵地圥 的概率选择右边的岩点。
我们的核心问题是：

攀岩者走某一条特定路径的概率是多少？

假设有 12 条路径，一个最自然的猜测是应用古典概率的 均坯坬坤坥坮 坆坯坲坭坵坬坡：

P (某一条特定路径) =
1

路径总数
.

首先，我们应当描述样本空间。在这个例子中，样本空间是从底部到顶部的所有路径。花一点时
间，你可以确信这面岩壁上实际有 12 条不同路径。它们如下图所示：
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可能路径的样本空间

路径 1 路径 2 路径 3 路径 4 路径 5 路径 6

路径 7 路径 8 路径 9 路径 10 路径 11 路径 12

因此，在这个设置中，样本空间是集合

S = {路径 1,路径 2,路径 3, . . . ,路径 12}.

因此，尝试使用上面的公式来计算某条特定路径的概率似乎很合理。例如，对于路径圱，我们可能
猜测：

P (路径 1)
?
=

1

路径总数
=

1

12
.

事实上，这是不正确的。稍后我们会正确地计算它，但现在我们只需要注意：在路径空间中，有
些路径比其他路径更复杂。这些不同路径并并并不不不是是是等等等可可可能能能结果，所以使用上面的公式不是正确方
法。我们很快会回到这一点。不过首先，我们先在一个更简单的设置中再次说明这个概念。

2.2 例例例子子子：：：丛丛丛林林林和和和小小小偷偷偷

假设你在丛林里，把你的包放在一旁无人看管。一只当地的猴子从树上爬下来，随机地翻你的
包。碰巧，你包里有 5 个午餐水果：3 个苹果和 2 根香蕉。猴子开始随机偷水果，并且每找到一
个就吃掉，然后再回到包里继续翻。在概率论中，这个过程叫做不放回抽取。

样本空间
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练练练习习习 1

(a) 猴子第一次偷到苹果的概率是多少？
(b) 猴子第一次偷到香蕉的概率是多少？

解解解答答答

总共有 5 个水果，所以可以进行简单计数：

(a) P (第一次是苹果) =
3

5
圮

(b) P (第一次是香蕉) =
2

5
圮

现在，我们关注一个连续问题：

他先偷一根香蕉，然后偷一个苹果的概率是多少？

显然，这里应该使用条件概率，因为第二次的结果明显受到第一次结果的影响。

为了精确表示顺序，令 B1 表示圐第一次抽到香蕉圑，令 A2 表示圐第二次抽到苹果圑。于是，圐先香蕉
后苹果圑就是事件圐B1 坡坮坤 A2圑。

我们可以用条件概率公式来计算。概率可以写成：

P (B1 坡坮坤 A2) = P (A2 | B1) · P (B1).

一步一步来计算这个公式：

步步步骤骤骤 1: 我们之前已经看到 P (B1) =
2

5
。

步步步骤骤骤 2: 现在计算 P (A2 | B1)。注意，如果一根香蕉被拿走并被猴子吃掉，那么第二次从包里取水
果时，猴子面对的是一个不同的样本空间。第一次取水果时，有 5 个水果。然而，由于
一根香蕉已经被拿走，现在只剩下 4 个水果：3 个苹果和 1 根香蕉。这个新的样本空间大
小为 4，其中有 3 个苹果可供猴子选择。因此，条件概率为：

P (A2 | B1) =
3

4
.

步步步骤骤骤 3: 现在把这两个数相乘，得到先拿香蕉再拿苹果的概率：

P (B1 坡坮坤 A2) = P (B1)P (A2 | B1) =
2

5
· 3
4
=

3

10
.

类似的推理可以应用到这只调皮猴子的其他可能情况。我们可以把整个过程整理成一棵树，如下
所示：
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开开开始始始

3
5

2
5

2
4

2
4

3
4

1
4

结果 圱：苹果，然后苹果

结果 圲：苹果，然后香蕉

结果 圳：香蕉，然后苹果

结果 圴：香蕉，然后香蕉

如你所见，我们之前的计算，即

P (香蕉然后苹果) = P (B1) · P (A2 | B1) =
2

5
· 3
4
=

3

10
,

也可以通过检查上面树中对应结果圳的分支来直观确认，因为这里我们只是把结果圳对应分支上的
数字相乘。事实上，我们刚刚看到了一个一般技巧的第一个例子：如果我们可以把一个多步骤实
验的结果整理成一棵树，那么任意结果的概率都可以通过把该分支上的所有概率相乘得到。

用这个观察，我们可以快速计算树中的另外三个结果：

• 结果圱：P (A 坴坨坥坮 A) = 3
5 · 2

4 = 3
10 圬

• 结果圲：P (A 坴坨坥坮 B) = 3
5 · 2

4 = 3
10 圬

• 结果圴：P (B 坴坨坥坮 B) = 2
5 · 1

4 = 1
10 圮

注意，这四个概率的和为
3

10
+

3

10
+

3

10
+

1

10
= 1.

这等价于说，必然有其中一个结果会发生。

2.3 回回回到到到攀攀攀岩岩岩者者者

我们刚刚看到，决策树可以用来组织一个多步骤实验的所有可能结果。为了求某条特定路径的概
率，我们只需要把写在该路径上的概率相乘。我们可以用这种技术来求攀岩者通过岩壁的每条路
径的概率。

首先，我们为这个系统写出树，并在每个圐选择点圑标上假设的 50圭50 概率。完整的树如下图所示。
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上面的树被安排成路径按顺序排列：第一条路径对应路径圱，第二条路径对应路径圲，依此类推。
你应该注意到，有些路径比其他路径更复杂，例如路径圱圲看起来比路径圹或圱地更简单。这是因为，
有些上墙路径只需要做三次选择，而有些则需要做四次选择。事实上，任何包含圐从粉色岩点向左
移动圑这一选择的路径，都会比那些改为向右移动的路径更复杂。无论如何，我们可以用决策树理
论来计算攀岩者通过岩壁的任意路径的概率。和 坫坬坥坰坴坯圭坭坯坮坫坥坹 的例子一样，在这个例子中，我们
只需把该分支上写着的数相乘，就能得到总概率。结果总结如下。

各各各路路路径径径的的的概概概率率率

我们根据每条路径需要做的选择次数来区分：

• 路径 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9 和 10 都需要做四次选择。在决策树上，对应这些路径的分支上有 4 个
0.5，所以它们的总概率为：

1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16
.

• 路径 5, 6, 11 和 12 只需要做三次选择。因此，走这些路径中每一条的概率都比其他路径更
大：

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
.

我们总是可以通过确认所有答案加起来等于 1 来检查计算是否正确。这里有：

8

(
1

16

)
+ 4

(
1

8

)
=

1

2
+

1

2
= 1,

这是正确的。注意，这里我们还发现了另一件事：攀岩者走某条看起来更简单的路径的概率是
50%，不走这类路径的概率也是 50%。

2.4 练练练习习习：：：不不不放放放回回回抽抽抽取取取

一个盒子里有 6 个球：3 个红球、2 个蓝球和 1 个绿球。你随机取出 2 个球，并且第一次取出的
球不放回盒子中。
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练练练习习习 2

(a) 连续取出 2 个红球的概率是多少？

(b) 先取出绿球，再取出蓝球的概率是多少？
(c) 取出一个蓝球和一个红球，顺序不限的概率是多少？

在给出完整解答之前，我们先观察一下这棵树的样子。为了完整性，我们已经在每条箭头上标出
了所有概率：

开始

红

蓝

绿

红

蓝

绿

红

蓝

绿

红

蓝

3
6

2
6

1
6

2
5 2

5

1
5

3
5

1
5

1
5

3
5

2
5

如你所见，在底部的分支上，不再有三个可能结果。为什么？因为盒子里只有 1 个绿球。如果我
们第一次选中了它，那么盒子里就只剩下红球和蓝球。这棵树已经完整标出了所有概率和条件概
率。我们不必直接用公式计算这些概率，而可以像 坓坥坣坴坩坯坮 圲圮圲 中猴子偷水果的例子那样，用类似
的直观推理。例如，要计算刚刚抽到一个红球之后又抽到一个红球的概率，我们考虑的情况是一
个红球已经被拿走，因此样本空间现在缩小为剩下的 2 个红球，加上 2 个蓝球和 1 个绿球。由于
在 5 个球中有 2 个红球可以选，条件概率 P (红 | 红) 就是 2

5。基于这一点，我们现在回答上面的
问题。
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解解解答答答

(a) 红球然后红球：

P (红球然后红球) =
3

6
· 2
5
=

6

30
=

1

5
.

(b) 绿球然后蓝球：

P (绿球然后蓝球) =
1

6
· 2
5
=

2

30
=

1

15
.

(c) 蓝球和红球表示红球然后蓝球，或者蓝球然后红球：

P (红球然后蓝球) =
3

6
· 2
5
=

1

5
,

并且

P (蓝球然后红球) =
2

6
· 3
5
=

1

5
.

这些是互斥结果，因此：

P (蓝球和红球) =
1

5
+

1

5
=

2

5
.

3 著著著名名名例例例子子子

3.1 蒙蒙蒙提提提霍霍霍尔尔尔问问问题题题

假设你参加一个游戏节目。有三扇门。一扇门后面是一辆车，另外两扇门后面是山羊。门后的物
品是随机安排的，所以你不知道哪扇门后面有什么。于是，你选择门圱，希望车在后面。知道每扇
门后面是什么的主持人打开另一扇门，并展示一只山羊。假设主持人总是打开一扇不同的、后面
有山羊的门，并且总是给你换门的机会。现在你有一个选择：

坚持原来的门 或者 换到剩下那扇未打开的门.

你应该换吗？

令人惊讶的是，在这些标准假设下，答案是 坹坥坳：换门更合理。坚持原门赢得车的概率是 1
3，而换

门赢得车的概率是 2
3。这很令人困惑，所以我们用三种不同方式来解释它。

3.1.1 论论论证证证1：：：转转转移移移概概概率率率

令
A = {你的第一次选择就是车所在的门}.

那么：

P (A) =
1

3
,

因此：

P (坮坯坴 A) =
2

3
.
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如果你的第一次选择是正确的，那么换门会输。如果你的第一次选择是错误的，那么换门会赢，
因为主持人移除了另一只山羊。因此：

P (换门获胜) = P (第一次选择是错误的) =
2

3
.

3.1.2 论论论证证证2：：：把把把游游游戏戏戏变变变大大大

假设不是三扇门，而是有 1000 扇门，其中一扇门后面有车，另外 999 扇门后面有山羊。假设你和
之前一样选择了门圱。知道车实际在哪里的主持人打开了 998 扇门，并展示每扇门后面都是山羊。
当只剩下两扇门时：你的门和另一扇门，你可能会开始怀疑自己的最初选择。如果有 1000 扇门，
你最初选中的门正确的概率只有 1

1000。这个概率不会因为主持人打开了一些他已经知道是山羊的
门就突然变大。相反，你的门仍然只有 1

1000 的概率藏着车，而另一扇剩下的门极有可能藏着车。
显然，换门会是更好的选择。

3.1.3 论论论证证证3：：：一一一棵棵棵决决决策策策树树树

假设你最初选择了门圱，可能结果的空间如下所示。这里需要强调的是，主持人知道车实际在哪扇
门后面。如果他想刻意选择一扇会展示山羊的门，那么有时他有选择，有时没有。如果主持人有
两扇山羊门可选，我们假设他等概率地在它们之间选择。

开开开始始始

车在门圱后面

车在门圲后面

车在门圳后面

1/3

1/3

1/3

主持人打开门圲

主持人打开门圳

主持人打开门圳

主持人打开门圲

1/2

1/2

1

1

如果车恰好在门圱后面，那么换门会输。根据上面的决策树，这种情况发生的概率是上面两条分支
概率之和，结果是 1

3。 如果车不在门圱后面，那么它要么在门圲后面，要么在门圳后面。这种情况的
概率是 2

3。因此，我们看到，换门会让你以
2
3 的概率赢得汽车，而换门会让你以

1
3 的概率失去汽

车。

3.2 生生生日日日悖悖悖论论论

令 A 为事件圐房间里至少两个人有相同生日圑。在这种情况下，概率 P (A) 会随着房间人数 n 的变
化而发生巨大变化。例如，如果 n = 2，我们会预计这两个人生日相同的概率非常低。然而，如果
n > 365，那么忽略闰年时，因为一年只有 365 个可能生日，所以房间里必然有两个人生日相同。
由此可见，当 n 很小时，P (A) 也很小，而当 n 很大时，P (A) 最终会变成 1。现在有一个问题：

当 n 等于多少时，P (A) 会超过 50%？
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换句话说：房间里需要有多少人，才能使至少两个人同生日这件事变得更可能发生？事实上，答
案非常令人惊讶：只需要 23 个人！

这个惊人的事实被称为圐生日悖论圑。它是一个圐真实性悖论圑的例子，也就是说，一个数学结果如此
令人意外，以至于它感觉上是错的。不过，正如我们现在要展示的，生日悖论可以由一些基本的
概率应用推出。

3.2.1 解解解决决决生生生日日日悖悖悖论论论

为了解决生日悖论，我们将把问题反过来重述。我们不直接计算 P (A)，而是计算 P (坮坯坴 A)，也
就是 A 的补事件的概率。回忆一下，补事件是概率论中对应于圐不是圑的概念。因此，这里的补事
件 Ac 表示圐房间里每个人的生日都不同圑。

回忆一下，补事件的概率就是 1− P (A)。所以，如果 P (坮坯坴 A) < 50%，那么 P (A) > 50%，因为

P (A) + P (坮坯坴 A) = 1.

我们假设每个人的生日选择是独立且等可能的，因此任意一天作为生日的概率都是 1/365。现在我
们计算小 n 情况下的 P (坮坯坴 A)，看看过程如何运作。

当 n = 2 时，我们要计算两个人生日不同的概率。显然，第一个人的生日可以自由选择。但是，
为了让两个生日不同，第二个人的生日必须避开第一个人的生日。与第一个人的生日不同的日子
有 圳圶圴 天，所以如果把它看作随机事件，第二个人生日不同的概率是

P (坮坯坴 A) =
不同于第一个人生日的天数

一年中的总天数
=

364

365
≈ 0.997 = 99.7%.

现在，假设我们向房间中加入第三个人，即 n = 3。我们刚刚确定，两个人生日不同的概率是
364

365
。但我们还需要第三个人的生日不同于第一个人和第二个人的生日。下一个人的生日概率是以

之前那些人的生日为条件的。要计算这种圐坡坮坤圑语句的概率，我们需要把相关概率相乘：

P (坮坯坴 A) =
364

365
× 不同于第一个人和第二个人生日的天数

一年中的总天数

=
364

365
· 363
365

≈ 0.992 = 99.2%.

我们可以对更大的 n 继续重复这个模式。每当 n 增加 1，我们就会继续圐用掉圑一些可供下一个人
选择的生日。这意味着我们每一步都需要乘以越来越小的数。例如：

当 n = 4 : P (坮坯坴 A) =

(
364

365

)(
363

365

)(
362

365

)
≈ 0.983 = 98.3%

当 n = 5 : P (坮坯坴 A) =

(
364

365

)(
363

365

)(
362

365

)(
361

365

)
≈ 0.973 = 97.3%

当 n = 6 : P (坮坯坴 A) =

(
364

365

)(
363

365

)(
362

365

)(
361

365

)(
360

365

)
≈ 0.960 = 96.0%
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对于一般的 n，我们得到公式：

P (坮坯坴 A) =

(
365

365

)(
364

365

)(
363

365

)
· · ·

(
365− (n− 1)

365

)
.

为了解决这个悖论，我们要找到使 P (坮坯坴 A) 降到 50% 以下的最小 n，因为这意味着 P (A) 会超过
50%。如果我们把这个公式用于越来越大的 n，就会看到当 n = 23 时：

P (坮坯坴 A) =

(
365

365

)(
364

365

)(
363

365

)
· · ·

(
343

365

)
≈ 0.493 < 0.5.

相比之下，当 n = 22 时，P (坮坯坴 A) ≈ 0.524 > 0.5。 所以，当 n = 23 时，P (A) > 50%。

3.3 医医医学学学检检检测测测

假设一个人口中有 1% 的人患有某种疾病。对于这种疾病，有一种医学检测，其中：

• 如果一个人患有这种疾病，那么检测有 99% 的概率检测出来；

• 如果一个人没有这种疾病，那么检测有 5% 的概率给出假阳性。

假设你接受了检测，并且检测结果为阳性。那么，你实际患有这种疾病的概率是多少？令人惊讶
的是，答案大约是 16.7%。我们现在来展示原因。

首先，让我们用条件概率重写上面的条件。

令：
D = {此人患有疾病},

以及
T = {此人检测呈阳性}.

问题要求的是条件概率：
P (D | T ),

也就是在检测呈阳性之后，实际患有疾病的概率。注意，这与反过来的概率不同：P (T | D) 计算
的是在一个人实际患病的条件下，检测呈阳性的概率。题目给出的条件告诉我们：

P (T | D) = 0.99, P (D) = 0.01, P (Dc) = 0.99, 坡坮坤 P (T | Dc) = 0.05.

我们可以把这些信息与贝叶斯定理结合起来，计算缺失的条件概率：

P (D | T ) = P (T | D)P (D)

P (T )
.

为了做到这一点，我们需要先计算 P (T )，即整体上检测呈阳性的概率。

注意，有两种方式会检测呈阳性：

• 要么此人患病，并且正确检测为阳性；
• 要么此人没有患病，但错误检测为阳性。

这两种情况互斥，所以我们可以把事件 T 重新解释为一个圐坯坲圑语句，并计算其概率：

P (T ) = P (T | D)P (D) + P (T | Dc)P (Dc) = (0.99)(0.01) + (0.05)(0.99) = 0.0594.

圱圶



把它代入贝叶斯定理，我们得到那个著名的 16.7%：

P (D | T ) = P (T | D)P (D)

P (T )
=

0.99× 0.01

0.0594
=

1

6
≈ 0.167.

为为为什什什么么么这这这感感感觉觉觉很很很惊惊惊人人人

当某人实际患有这种疾病时，这个检测非常擅长检测出疾病。 然而，这种疾病很少见，而且
假阳性的数量相对较多。这些假阳性降低了一次阳性结果的可靠性，从而导致了这个令人惊
讶的结果。
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