
MAT120：论证 第17讲讲义
数学与社会选择

上节课我们学习了数学与货币，重点讨论了增长、利息、期望值和风险。这一讲中，我们继续进
入“数学与社会”这一单元，讨论数学如何用来研究集体决策。核心主题是社会选择理论：一个群体
应该如何把许多个体偏好整合成一个社会结果？我们将介绍一些基本术语，学习几种投票规则，
考察两种相互竞争的公平观，最后讨论搅局效应和孔多塞循环。更深层的启示是，即使像“进行一
次投票”这样熟悉的事情，其实也带有主观性，并且隐藏着一些有趣的数学。
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1 什什什么么么是是是社社社会会会选选选择择择？？？

假设三只猴子正在森林里行走，它们发现了三袋不同的食物：一袋装满了苹果，一袋装满了香
蕉，还有一袋装满了椰子。假设我们的猴子们想偷走这些水果，但这些袋子又大又重，因此搬起
其中任何一袋都需要三只猴子一起合作。考虑到这一点，猴子们决定它们只能偷走三袋水果中的
一袋。
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当然，每只猴子都有自己的偏好：也许猴子1 比起椰子和苹果更喜欢香蕉，或者猴子3 特别喜欢苹
果。这个群体必须想办法共同决定，如何把这些偏好转化成一个单一的集体决策。它们应该怎么
做呢？一开始听起来这很简单：猴子们只需要投票、统计答案、选出赢家就行了。然而，接下来
我们就会遇到一个问题，也就是票应该如何 统计。

这就是社会选择理论 的基本问题：我们如何根据一组个体偏好来作出一个群体决策？

个体
偏好

决策
过程

群体
偏好

当然，这是一个极其重要的问题：除了那些机会主义、带有盗窃倾向的灵长类动物之外，我们人
类大多数时候也是以民主方式组织社会的，社会中所有具有资格的成员在选择政治领导人时都拥
有平等的话语权。在这样的民主情境中，若我们能够知道自己的计票制度是否公平、合理并且在
数学上表现良好，那将是很有价值的。

1.1 规规规范范范性性性问问问题题题与与与经经经验验验性性性问问问题题题

需要注意的是，社会选择理论主要是一门规范性 学科，而不是一门经验性 学科。这意味着它
试图回答的问题是“我们应该 怎么做？”，而不仅仅是“我们实际上怎么做？”。这正是休谟著名
的“是”与“应当”的区分。有些陈述只是描述性的，它们试图描述世界实际上是什么样；而另一些陈
述则试图说明世界应该是什么样。

规规规范范范性性性主主主张张张与与与经经经验验验性性性主主主张张张

• 规规规范范范性性性 主张关心的是，正确的做法是什么。
• 经经经验验验性性性 主张关心的是，现实世界中实际发生了什么。
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当然，现实中的选举涉及心理学、历史、媒体、制度、文化运动和策略等因素。但在讨论这些复
杂性之前，先把基本的数学问题单独拿出来看是很有帮助的：一旦选民报告了他们的偏好，应该
采用什么规则把这些偏好转换成一个结果？这正是我们今天要讨论的内容。

1.2 基基基本本本术术术语语语

事实上，投票规则有许多不同种类。在讨论这些规则之前，我们首先需要引入一些新的语言。

社社社会会会选选选择择择理理理论论论的的的基基基本本本术术术语语语

• 选选选民民民：：： 提供输入的群体。
• 选选选项项项：：： 可能的结果或候选者。
• 偏偏偏好好好排排排序序序：：： 单个选民对选项从最好到最差的排序。
• 偏偏偏好好好概概概貌貌貌：：： 所有选民排序的完整列表。
• 社社社会会会选选选择择择规规规则则则：：： 以偏好概貌为输入并产生结果的方法。
• 结结结果果果：：： 投票过程产生的决定。

在“三只猴子和三袋水果”的例子里：

• 选选选民民民 是猴子们，
• 选选选项项项 是那三袋水果，
• 偏偏偏好好好排排排序序序 指的是某一只猴子对苹果、香蕉和椰子的喜好顺序，
• 偏偏偏好好好概概概貌貌貌 指的是三份偏好排序组成的集合（每只猴子一份），
• 社社社会会会选选选择择择规规规则则则 指的是猴子们把各自偏好的集合转化为单一决定的某种具体方式，
• 结结结果果果 则是它们最终决定偷走的那一袋水果。

1.3 偏偏偏好好好概概概貌貌貌

偏好概貌通常写成一个表格，每一列对应一个选民，每一行对应一个排名。通常最上面一行表示
最偏好的选项，最下面一行表示每位选民最不偏好的选项。

用我们的三只猴子举例，一个偏好概貌如下：

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择： A A B

第2 选择： B C A

第3 选择： C B C

引入一些数学记号也很有帮助。我们用符号> 来表示偏好，因此A > B 读作“A 比B 更受偏好”。
这样一来，我们也可以用数学方式来写一个偏好排序，即把选项集合按偏好顺序从左到右排开。
例如，上表中的偏好概貌也可以写成：

• 猴子1：A > B > C，

• 猴子2：A > C > B，
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• 猴子3：B > A > C。

注意，这些只是把上表中的各列用> 符号重新写了一遍。

2 投投投票票票规规规则则则

社会选择理论中的一个核心观察是：同一个偏好概貌，依据所采用的投票规则不同，可能会产生
完全不同的赢家。因此，选举结果并不只由选民的想法决定，也取决于我们选择怎样计票。

重重重要要要观观观点点点

即使选民的偏好完全相同，不同的社会选择规则也可能产生不同的赢家。

由于我们只有一讲来讨论社会选择理论，这里只介绍四种基本的社会选择规则：

1. 相对多数制，
2. 决选制，
3. 波尔达计分法，
4. 孔多塞法。

2.1 相相相对对对多多多数数数制制制

在相对多数制 下，每位选民只选择一个选项，而赢家就是获得最多第一名票数的选项。这是最简
单的计票规则，并且在现实中被广泛使用。

相相相对对对多多多数数数制制制的的的直直直觉觉觉。。。 相对多数制只看偏好概貌最上面的一行。谁最经常出现在第一位，谁就
获胜。

例如，考虑上面的偏好概貌。在这里，相对多数制只关心第一行，因此我们只要看最上面一行，
看谁赢即可：

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择： A A B

第2 选择： B C A

第3 选择： C B C

A 获胜

相对多数制很简单，但这种简单是有代价的：它完全忽略了第二名和第三名的信息。一个很多人
都觉得“可以接受”，但很少有人把它排在第一位的选项，很容易就会输掉。

2.2 决决决选选选制制制

决选制试图改进相对多数制的思想。在这个入门层次上，我们可以把它理解为，在第一轮中领先
的几个选项之间进行第二次投票。这通常出现在第一轮没有产生决定性赢家的时候。它的目的是
减少相对多数制只利用一层信息所带来的问题。
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现实中的决选制度细节各不相同。对我们来说，主要思想只是：如果第一次计票没有明确解决问
题，那么就把领先的选项放到一个更聚焦的第二阶段中再次比较。

2.3 波波波尔尔尔达达达计计计分分分法法法

波尔达计分法 使用整个偏好概貌。它不仅仅问“谁是第一？”，而是按照每个排序中的位置给分。
当有三个选项时，一个自然的计分方式是：

第1 名 = 3, 第2 名 = 2, 第3 名 = 1.

然后把所有选民给出的分数加总，得分最高的选项获胜。

波波波尔尔尔达达达计计计分分分法法法的的的步步步骤骤骤

如果有m 个选项，就按名次分配分数，把每个选项在所有选民中的得分加总，然后选出总分
最高的选项。

例如，再考虑第2.1 节中的偏好概貌。使用3, 2, 1 的计分规则，我们得到：

• 猴子1 给出A = 3，B = 2，C = 1；

• 猴子2 给出A = 3，C = 2，B = 1；

• 猴子3 给出B = 3，A = 2，C = 1。

所以总分为
A = 3 + 3 + 2 = 8, B = 2 + 1 + 3 = 6, C = 1 + 2 + 1 = 4.

因此波尔达赢家是A。也许最容易的做法还是利用前面的偏好表来算。上面的推理可以总结为：

A 获胜

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择 A = 3 A = 3 B = 3

第2 选择 B = 2 C= 2 A= 2

第3 选择 C = 1 B= 1 C= 1

A : 3 + 3 + 2 = 8 分

B : 2 + 1 + 3 = 6 分

C : 1 + 2 + 1 = 4 分

2.3.1 另另另一一一个个个波波波尔尔尔达达达例例例子子子

现在考虑下面这个概貌：

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择 B C B

第2 选择 C A C

第3 选择 A B A

这里，波尔达总分为

A = 1 + 2 + 1 = 4, B = 3 + 1 + 3 = 7, C = 2 + 3 + 2 = 7.

因此在这个例子里，波尔达计分法给出的是B 和C 的平局。总结如下：
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平局

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择 B = 3 C = 3 B = 3

第2 选择 C = 2 A = 2 C = 2

第3 选择 A = 1 B = 1 A = 1

A : 1 + 2 + 1 = 4 分

B : 3 + 1 + 3 = 7 分

C : 2 + 3 + 2 = 7 分

2.4 孔孔孔多多多塞塞塞法法法

孔多塞法 与波尔达计分法相似，因为它也使用完整的偏好概貌。不过，孔多塞法读取信息的方式
不同：它不是给分，而是把成对的选项 相互比较。例如，如果有三个选项A,B,C，那么我们需要
比较A 对B，再比较A 对C，然后比较B 对C。对于每一对，我们统计有多少选民偏好其中一个而
不是另一个。孔多塞法正是利用这种 信息来决定谁应该获胜。

孔孔孔多多多塞塞塞思思思想想想

如果一个选项在一对一比较中击败所有其他选项，那么这个选项就是一个孔孔孔多多多塞塞塞胜胜胜者者者。

回到我们的猴子例子，再考虑这个偏好概貌：

• 猴子1：A > B > C，

• 猴子2：A > C > B，

• 猴子3：B > A > C。

由于这里只有3 个选项，所以我们需要做3 次两两比较。

1. A 对B：有两个选民偏好A 胜过B，所以A 击败B。

2. A 对C：三个选民都偏好A 胜过C，所以A 击败C。

3. B 对C：有两个选民偏好B 胜过C，所以B 击败C。

由于A 在一对一比较中同时击败了B 和C，因此A 是孔多塞胜者。

从偏好表的角度来看，我们可以通过查看选项对，并统计每一列中哪一个选项获胜，来确定孔多
塞胜者。例如，上面写出的“苹果对香蕉”的比较可以可视化为：

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择： A A B

第2 选择： B C A

第3 选择： C B C

A > B 两次

B > A 一次

A 击败B

为了完整起见，比较(2) 和(3) 的表格形式也画在下面：
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猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择： A A B

第2 选择： B C A

第3 选择： C B C

A > C 三次

C > A 零次

A 击败C

猴猴猴子子子1 猴猴猴子子子2 猴猴猴子子子3

第1 选择： A A B

第2 选择： B C A

第3 选择： C B C

B > C 两次

C > B 一次

B 击败C

正如你所看到的，根据这三次两两比较，A 在正面对决中同时击败了B 和C，因此它被视为孔多
塞胜者。

2.5 波波波尔尔尔达达达法法法与与与孔孔孔多多多塞塞塞法法法可可可能能能不不不一一一致致致

波尔达计分法和孔多塞法都试图利用比相对多数制更多的信息，但它们不一定会得出相同的结
论。事实上，在只有三个选项和三个选民的情况下，不可能在波尔达法和孔多塞法下得到不同的
唯一赢家，尽管平局仍然可能发生。不过，如果我们再增加两位选民，就可以构造出这样的偏好
概貌。请看下面这个例子：

1 2 3 4 5

第1 选择 A B A B A

第2 选择 B C B C B

第3 选择 C A C A C

我们可以把这两种规则都明确地算出来。先从波尔达计分法开始。注意，这个偏好概貌是：

• 选民1：A > B > C，

• 选民2：B > C > A，

• 选民3：A > B > C，

• 选民4：B > C > A，

• 选民5：A > B > C。

因此，波尔达得分为：
A = 3 + 1 + 3 + 1 + 3 = 11,

B = 2 + 3 + 2 + 3 + 2 = 12,

C = 1 + 2 + 1 + 2 + 1 = 7.

因此，波尔达计分法认为B 是赢家。

接下来我们计算孔多塞法。两两比较如下：
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1. A 对对对B：：： 选民1、3 和5 偏好A 胜过B，而选民2 和4 偏好B 胜过A。所以，A 击败B。

2. A 对对对C：：： 选民1、3 和5 偏好A 胜过C，而选民2 和4 偏好C 胜过A。所以，A 击败C。

3. B 对对对C：：： 每位选民都偏好B 胜过C，所以B 击败C。

由于A 在正面对决中同时击败了B 和C，因此孔多塞胜者是A。

对于这个偏好概貌，波尔达计分法选出的是B，而孔多塞法选出的是A。这说明，即使两种投票规
则都利用了完整的偏好概貌，它们仍然可能产生不同的赢家。

3 公公公平平平性性性与与与效效效用用用

投票并不是群体必须作出集体决策的唯一场景。另一个重要问题是如何公平地分配资源，这一过
程称为“公平分配”。由于时间关系，我们这里只通过一个例子来介绍这个思想。

假设一位母亲正试图在她的两个孩子之间分一块生日蛋糕。她把蛋糕切成四块，并想把它们分给
自己的孩子们：

她应该如何分配这些蛋糕块呢？

3.1 效效效用用用函函函数数数

假设我们把四块蛋糕分别标记为A、B、C 和D。一种分配蛋糕的方法是，先直接询问孩子们更喜
欢哪些蛋糕块，然后再设法以一种公平的方式把蛋糕分给每个孩子。每块蛋糕对每个孩子来说可
能有不同的价值，因此我们可以让孩子们对每一块蛋糕打一个满分为10 的分数，分数越高表示那
块蛋糕越有价值。比如，女孩也许不喜欢糖霜，因此她会把一块糖霜很多的蛋糕评为3 分。男孩也
许特别饿，因此他会把较大的那块蛋糕评为8 分。

假设两个孩子对每块蛋糕的评价如下：

A B C D

男孩 4 8 5 10

女孩 0 4 7 8
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每个孩子给出的这组价值分配称为一个效用函数。它告诉我们每个人认为每一块蛋糕值多少。一
旦有了这些数据，我们就可以从数值角度研究公平性。

3.2 把把把分分分配配配视视视为为为子子子集集集

任何蛋糕块的分配都可以用集合论来描述。在这里，我们可以把男孩或女孩得到的任意蛋糕块分
配，与{A,B,C,D} 的一个子集对应起来。当然，这个分配的一半是固定的，因为如果男孩被分配
到了某个子集，那么女孩就会得到它的补集。例如：

• 如果男孩得到蛋糕块A,B,C，那么女孩就得到蛋糕块D。这个分配把子集{A,B,C} 给了男孩，
而女孩得到子集{D}；

• 如果男孩得到{A,C}，那么女孩得到{B,D}；
• 如果男孩得到全部四块蛋糕，那么女孩得到∅。

原则上，男孩的分配可以是{A,B,C,D} 的任意一个子集。因此，所有可能分配组成的集合就是幂
集

P({A,B,C,D}).

由于一个大小为4 的集合有24 = 16 个子集，所以总共有16 种可能的分配。

为为为什什什么么么会会会出出出现现现幂幂幂集集集

选择一种分配，等价于选择男孩获得哪一个蛋糕块子集。一旦这个子集被选定，女孩得到的
部分就自动是它的补集。因此，可能分配的数量就是幂集的大小，即24 = 16。

3.3 计计计算算算一一一个个个分分分配配配的的的价价价值值值

为了评估一个分配，我们只需把该子集中包含的相关效用加起来。1 例如，如果男孩得到{B,C}，
女孩得到{A,D}，那么：

男孩的价值 = 8 + 5 = 13, 女孩的价值 = 0 + 8 = 8.

下表列出了所有可能的分配。为了方便以后使用，我们还在表的末尾加上了两列。

1需要注意的是，这是我们方法中的一个假设。一般来说，并不必然有{A,B} 这个分配的价值等于A 和B 的单独价
值之和。我们可以设想一些并非如此的情形。例如，吃鸡肉和吃果酱各自的价值都可能很高，但把鸡肉和果酱放在同一
个三明治里的价值可能反而更低。
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男男男孩孩孩得得得到到到 女女女孩孩孩得得得到到到 男男男孩孩孩的的的价价价值值值 女女女孩孩孩的的的价价价值值值 总总总和和和 最最最小小小值值值

∅ {A,B,C,D} 0 19 19 0

{A} {B,C,D} 4 19 23 4

{B} {A,C,D} 8 15 23 8

{C} {A,B,D} 5 12 17 5

{D} {A,B,C} 10 11 21 10

{A,B} {C,D} 12 15 27 12

{A,C} {B,D} 9 12 21 9

{A,D} {B,C} 14 11 25 11

{B,C} {A,D} 13 8 21 8

{B,D} {A,C} 18 7 25 7

{C,D} {A,B} 15 4 19 4

{A,B,C} {D} 17 8 25 8

{A,B,D} {C} 22 7 29 7

{A,C,D} {B} 19 4 23 4

{B,C,D} {A} 23 0 23 0

{A,B,C,D} ∅ 27 0 27 0

3.4 两两两种种种公公公平平平理理理论论论

一旦效用被算出来，就可以施加不同的伦理原则。我们现在只关注其中两种。

两两两种种种公公公平平平理理理论论论

• 功功功利利利主主主义义义：：： 选择使所有效用总和 最大的分配。
• 平平平等等等主主主义义义：：： 选择使相关人员之间最小 效用最大的分配。

这两条规则并不相同。功利主义试图找到使总价值尽可能大的分配，而平等主义则试图找到尽可
能保护最弱势者的分配。

3.4.1 功功功利利利主主主义义义结结结论论论

观察上表中的“总和”一列，最大的总价值是29，它出现在

男孩得到{A,B,D}, 女孩得到{C}.

所以功利主义会选择这个分配。

3.4.2 平平平等等等主主主义义义结结结论论论

观察上表中的“最小值”一列，最大的最小值是12，它出现在

男孩得到{A,B}, 女孩得到{C,D}.

所以平等主义会选择一个不同的分配。
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公公公平平平性性性取取取决决决于于于原原原则则则

对于这个例子：

• 功功功利利利主主主义义义 为男孩选择{A,B,D}，为女孩选择{C}。
• 平平平等等等主主主义义义 为男孩选择{A,B}，为女孩选择{C,D}。
因此，“最公平的分配”并不是绝对的，也不必然是客观的。它取决于我们选择采纳哪一种公平
原则。

4 搅搅搅局局局效效效应应应

搅局效应 是与相对多数制投票最相关、也最著名的问题之一。它发生在这样的情况下：第三位候
选人虽然实际上几乎没有获胜机会，却改变了最终结果。

最著名的例子来自2000 年美国总统选举中的佛罗里达州。在这个情形里，主要有三位候选
人：George W. Bush、Al Gore 和Ralph Nader。佛罗里达州这三位候选人的得票总数如下：

Bush Gore Nader

票数 2,912,790 2,912,253 97,421

因此，Bush 仅以537 票的微弱优势赢得了佛罗里达州。

Nader 作为绿党候选人，在政治立场上比Al Gore 更偏左。因此，如果只能二选一，许多投
给Nader 的人很可能会在Bush 和Gore 之间选择Gore。这就很可能导致Gore 赢下佛罗里达州。然
而，Nader 这个选项本身的存在 可能把这些选票从Gore 那里分流走了，因此在现实中Gore 输掉
了选举。

搅搅搅局局局效效效应应应

当一位几乎没有获胜机会的候选人，通过从一位立场接近的候选人那里分走选票而改变最终
结果时，就会出现搅搅搅局局局效效效应应应。

换句话说，增加一个“无关”的选项，未必真的无关。这也是社会选择理论不仅关心谁获胜，也关心
某条规则对额外选项出现有多敏感的原因之一。

5 孔孔孔多多多塞塞塞循循循环环环

人们也许会希望，只要使用两两多数比较，就总能把选举干净利落地解决。孔多塞循环说明，这
种希望是错误的。考虑下面这个偏好概貌：

选选选民民民1 选选选民民民2 选选选民民民3

第1 选择 A C B

第2 选择 B A C

第3 选择 C B A
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对于这个概貌，没有多数赢家，而相对多数制会给出一个三方平局。因此，决选制度就需要额外
的平局处理规则或更详细的规定。除此之外，波尔达计分法会给三个选项相同的分数，因此也是
平局。最有趣的是，孔多塞法给出了如下两两比较：

本讲把其结果总结如下：

• A > B 两次，而B > A 一次，所以A 击败B；

• C > A 两次，而A > C 一次，所以C 击败A；

• B > C 两次，而C > B 一次，所以B 击败C。

于是我们制造出了一个“偏好循环”：群体偏好A 胜过B，又偏好B 胜过C，但同时又偏好C 胜
过A：

A

B C

优于

优于

优于

孔孔孔多多多塞塞塞循循循环环环

当多数偏好变成循环时，就会出现孔孔孔多多多塞塞塞循循循环环环：

A > B, B > C, 且 C > A.

在这种情况下，不存在孔多塞胜者。

这是一个非常有趣的结果：我们刚刚展示了，即使在非常简单的情形中，个体选民各自都可能有
完全一致的排序，但群体偏好仍然可能在整体上失去一致性。
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6 练练练习习习

练练练习习习1：：：投投投票票票规规规则则则

考虑下面这个偏好概貌：

选选选民民民1 选选选民民民2 选选选民民民3

第1 选择 B C B

第2 选择 C A C

第3 选择 A B A

(a) 在相对多数制下谁获胜？
(b) 使用计分规则3, 2, 1 计算波尔达总分。

(c) 用两两比较确定孔多塞胜者。

解解解答答答

(a) 在相对多数制下，只有第一名票数重要。B 在第一位出现两次，C 出现一次，所以相对
多数制选出B。

(b) 波尔达总分为

A = 1 + 2 + 1 = 4, B = 3 + 1 + 3 = 7, C = 2 + 3 + 2 = 7.

因此，波尔达法给出B 和C 的平局。

(c) 两两比较得到：
• B 以2 票对1 票击败A，

• C 以3 票对0 票击败A，

• B 以2 票对1 票击败C。

因此，B 在一对一比较中击败了另外两个选项，所以孔多塞胜者是B。

练练练习习习2：：：公公公平平平性性性与与与效效效用用用

使用下面的效用表：

A B C D

男孩 4 8 5 10

女孩 0 4 7 8

假设男孩得到{A,D}，女孩得到{B,C}。
(a) 计算男孩的价值。
(b) 计算女孩的价值。
(c) 计算功利主义总和和平等主义最小值。
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解解解答答答

男孩的价值是
4 + 10 = 14.

女孩的价值是
4 + 7 = 11.

所以功利主义总和是
14 + 11 = 25,

而平等主义最小值是
min(14, 11) = 11.
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