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在第氱氰讲中，我们学习了正态分布以及 z 分数的使用方法。 在本讲中，我们解释为什么正态分布
会如此频繁地出现在统计学中。核心思想是所谓的中心极限定理。它给出了一种方法：即使原来
的系统一开始并不服从正态分布，我们仍然可以把来自许多系统的样本均值与一个正态分布联系
起来。事实上，这个结果非常重要，所以我们会把整节课都用来讲它。首先，我们会仔细地陈述
这个结果。然后，我们会用它来说明如何用正态曲线近似二项分布。
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1 正正正态态态分分分布布布的的的简简简要要要复复复习习习

1.1 离离离散散散型型型随随随机机机变变变量量量与与与连连连续续续型型型随随随机机机变变变量量量

上一讲中，我们引入了正态分布。正态分布是由连续型随机变量构造出来的概率分布，而不是由
离散型随机变量构造出来的。这与我们之前见过的二项分布看起来非常不同：

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

离散型

二
项分布

X
-3 -2 -1 0 1 2 3

连续型

正态分布

这里，根本区别在于 x 轴上可能出现的值。对于二项分布，随机变量数的是成功次数。这会使
随机变量只取离散的值，并且 X 能取的每一个具体值都对应一个概率。相比之下，对于正态分
布，随机变量 X 可以取任意实数值。因此，概率问题不再用柱子的高度来表达，而是用面积来表
达：X 落在某个区域中的概率，由曲线下方对应区域的面积大小给出，如下图所示。

X

P (a < X < b)

a b

这里，随机变量 X 落在 a 与 b 之间区域内的概率，由蓝色阴影区域的面积来计算。

1.2 描描描述述述一一一个个个正正正态态态分分分布布布

一般来说，均值和标准差是描述数据集某些特征的两种不同方式。对于正态分布而言，只需要这
两个数，就足以定义整个分布。这意味着我们可以用如下数学记号写出一个正态分布。

正正正态态态分分分布布布

正态分布是一种连续型概率分布，记作

X ∼ N (µ, σ2).

这里，µ 是均值，σ 是标准差，σ2 是方差。

均值和标准差足以完整描述一个正态分布。与数据集的情况一样，均值 µ 告诉我们分布的中心在
哪里，标准差 σ 告诉我们分布有多分散。正态分布总是满足以下有用性质。
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四四四个个个重重重要要要性性性质质质

正态分布具有以下性质。

1. 曲线呈钟形，最高点位于均值 µ 的正上方。

2. 曲线关于穿过 µ 的竖直线对称。

3. 两端的尾部趋近于水平轴，但永远不会碰到或穿过它。
4. 整条曲线下方的总面积为 1。

1.3 z 分分分数数数

上面列出的四个性质意味着，我们可以按照如下方式理解正态分布：

µ− 3σ µ− 2σ µ− σ µ µ+ σ µ+ 2σ µ+ 3σ

N (µ, σ2)

这里，图像是对称的，并且正好以 µ 为中心。由于 σ 与 µ 使用相同的物理单位，我们可以从图像
中心出发，按照 σ 的增量向外氐走民。这使我们能够用距离 µ 的远近来描述 X 的可能取值。例如，
如果 X 取到一个离 µ 很远的值 x，那么 x − µ 可能是 3σ 或 −3σ；如果 X 取到一个相对接近 µ
的值，那么它可能离 µ 有 0.5σ。

如果我们想在氐距离 µ民的度量中去掉 σ，那么只需除以 σ，就会得到一个纯数。这个数称为 z 分
数：

z =
x− µ

σ
.

简而言之，一个值 x 的 z 分数表示 x 离 µ 有多远，以 σ 为单位来度量。z 越大，x 离 µ 越远。
如果整体的 z 分数为负，那么 x 位于 µ 的左侧；如果 z 分数为正，那么 x 位于 µ 的右侧。

氳



1.4 标标标准准准正正正态态态分分分布布布

在第氱氰讲中，我们也花了一些时间讨论氐标准民正态分布。这里的想法是：它只是正态分布中最简单
的版本。它的均值等于 0，标准差等于 1。由于这个特殊分布非常好用，我们用特殊字母 Z 来表
示它的随机变量。用数学记号写，标准正态分布可以表示为 Z ∼ N (0, 1)。

方便的是，我们可以使用 z 表来近似标准正态分布的面积，也就是概率。这些表列出了常见 Z 值
左侧的面积。例如，一个小型版本的表可能如下：

z −2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

P (Z < z) 0.02 0.07 0.16 0.31 0.50 0.69 0.84 0.93 0.98

更详细的表可以在第氱氰讲的附录中找到。从图像上看，表中的条目告诉我们给定值左侧的面积。
例如，表中说 P (Z < −1) ≈ 0.16, 这表示在 N (0, 1) 中，−1 左侧的面积约占总面积的 16%：

N (0, 1)

0−1

16%

像上面这样的表只给出给定值左侧的概率。其他概率可以利用正态分布的性质来计算。下面列出
一些有用的事实。

概概概率率率的的的一一一般般般规规规则则则

对于 Z ∼ N (0, 1)：

• P (Z > z) = 1− P (Z < z)

• P (z1 < Z < z2) = P (Z < z2)− P (Z < z1)

• P (Z > z) = P (Z < −z)

• P (Z = z) = 0

1.5 计计计算算算其其其他他他概概概率率率

如果 X ∼ N (µ, σ2) 是一般正态分布，那么我们可以通过计算 z 分数，把一个值 x 转换到标准正
态分布中：

z =
x− µ

σ
.

这个变换保持面积不变，因此 X 落在某个特定区域中的概率，可以先转换到标准正态分布，然后
在那里进行计算：
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N (µ, σ2)

µ

计算 z 分数

N (0, 1)

0

例例例：：：身身身高高高

为了说明这一点，假设日本男性身高服从正态分布，均值为 171 汣汭，标准差为 5.6 汣汭。例如，我
们可以通过 z 分数计算遇到身高超过 180 汣汭 的人的概率。这里我们要求的是 P (X > 180)，因此
可以计算相应的 z 分数：

z =
180− 171

5.6
≈ 1.61.

这个变换保持概率不变，因此我们问题的答案可以通过计算下面的概率得到：

P (X > 180) ≈ P (Z > 1.61),

结果约为 5.4%。

2 抽抽抽样样样分分分布布布

2.1 对对对随随随机机机变变变量量量进进进行行行抽抽抽样样样

现在考虑一般正态分布 X ∼ N (µ, σ2)。正如我们之前提到的，X 落在任何给定区域中的概率，可
以由该区域中曲线下方的面积决定。因此，我们会预期 X 更可能落在对应面积较大的区域中。

现在，假设我们从这个分布中抽取一个随机值的样本。为了简单起见，我们随机选取 5 个值。使
用第氱讲的术语，这称为大小为 5 的简单随机样本。一般来说，这 5 个值可以落在 x 轴上的任何
位置。因此，如果我们反复抽取大小为 5 的简单随机样本，它们可能看起来相当不同：

µ− 2σ µ− σ µ µ+ σ µ+ 2σ

N (µ, σ2) 样本氱

样本氲

样本氳

样本水

对于每一个单独样本，我们总是可以计算样本均值：

x̄ =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5

5
.

现在，关键观察是：由于我们的样本由随机值组成，样本均值 x̄ 的具体值也会是随机的。因此，
我们可以把样本均值本身解释为一个随机变量，并把这个随机变量记作 X̄。接下来，我们将探究
随机变量 X̄ 的分布是什么样的。
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2.2 样样样本本本均均均值值值的的的抽抽抽样样样分分分布布布

想象从一个总体中抽取所有可能的大小为 n 的简单随机样本。我们可以计算每个样本对应的样本
均值，并把所有这些结果收集在一起，形成一个新的概率分布。这个新对象称为抽样分布。

样样样本本本均均均值值值的的的抽抽抽样样样分分分布布布

给定一个概率分布，大大大小小小为为为 n 的的的样样样本本本对对对应应应的的的 X̄ 的的的抽抽抽样样样分分分布布布，是由所有大小为 n 的简单随机
样本所产生的全部样本均值形成的概率分布。

我们可以把抽样分布的构造想象成如下过程：

X 的分布

大小为 n 的样本

x1, x2, . . . , xn
均值 x̄1

x1, x2, . . . , xn
均值 x̄2

x1, x2, . . . , xn
均值 x̄3

氮氮氮

X̄ 的抽样分布

换句话说，我们从一个概率分布开始，取所有大小为 n 的简单随机样本，计算所有对应的样本均
值 x̄，然后把它们收集在一起。由于这些样本一开始就是随机抽取的，样本均值 x̄ 可以被看作随
机变量 X̄ 的取值。因此，所有可能的 x̄ 的集合具有概率分布的结构。

大小为 n 的样本应当被看作随机变量 X1, . . . , Xn，它们每一个都与 X 具有相同的分布，并且

X̄ =
X1 + · · ·+Xn

n
.

3 中中中心心心极极极限限限定定定理理理

正如我们可能预期的，不同的概率分布通常会有不同的抽样分布。中心极限定理告诉我们，根据
原始分布的形状，这些抽样分布会呈现什么样子。现在我们给出两个相关结果：一个针对正态分
布，另一个针对更一般的概率分布。

在本课程中，我们不会证明这些定理。相反，我们主要关注中心极限定理在估计和假设检验等技
术中的应用。所以，我们的目标只是陈述并理解这个结果。

氶



3.1 版版版本本本1：：：原原原始始始总总总体体体为为为正正正态态态分分分布布布时时时的的的抽抽抽样样样分分分布布布

首先假设原始概率分布是正态分布，即 X ∼ N (µ, σ2)。第一个结果把 X̄ 的抽样分布与参数 µ 和
σ 联系起来。

中中中心心心极极极限限限定定定理理理：：：版版版本本本1

设 X 是满足 X ∼ N (µ, σ2) 的随机变量。 那么：

X̄ ∼ N
(
µ,

σ2

n

)
.

这个结果说明：当我们从均值为 µ、方差为 σ2 的正态分布开始时，所有样本均值的集合会排列成
另一个正态分布。它具有相同的中心 µ，但方差变成了 σ2

n：

均值为 µ、
标准差为 σ
的正态分布

抽取许多大小为 n
的随机样本，
并计算它们的 x̄ 抽样分布是

均值为 µ、
标准差为 σ√

n
的正态分布

粗略地说，如果我们从 N (µ, σ2) 中抽取一组值，那么样本均值 x̄ 会把这些单个值中的随机噪声
平均掉，并返回一个更靠近中心的数。因此，平均而言，我们会预期这些样本均值更接近分布的
真实中心。这个想法部分解释了为什么抽样分布的方差 σ2

n 比原始分布的方差更小。正如公式所
示，n 的值越大，抽样分布就越集中。这是因为较大的样本对可能扭曲平均数的单个离群值不那
么敏感。

3.2 版版版本本本2：：：原原原始始始总总总体体体不不不一一一定定定为为为正正正态态态分分分布布布时时时

第一个结果说明，如果我们从正态分布构造 X̄ 的抽样分布，那么结果仍然是正态分布。令人惊讶
的是，中心极限定理还有一个强得多的版本：

中中中心心心极极极限限限定定定理理理

假设 X 具有某个概率分布，并且该分布具有有限均值 µ 和有限方差 σ2。对于足够大的样本
大小 n，通常取 n ≥ 30，样本均值 X̄ 近似服从正态分布，其参数为：

X̄ ≈ N
(
µ,

σ2

n

)
.

换句话说，中心极限定理说明，X̄ 的抽样分布看起来会近似正态，均值为 µ，方差为 σ2

n。

氷



原始分布
均值 µ
标准差 σ

抽取许多大小为 n
的随机样本，
并计算它们的 x̄ 抽样分布近似为

均值 µ、标准差 σ√
n

的正态分布

在这两个结果中，抽样分布的标准差都有相同的一般形式。事实上，这个形式有一个特殊名称：
它叫做标准误差。

标标标准准准误误误差差差

X̄ 的抽样分布的标准差是
σX̄ =

σ√
n
.

这称为标标标准准准误误误差差差。

标准误差衡量样本均值在不同样本之间变化的程度。随着样本大小 n 增加，标准误差减小，这意
味着所得的抽样分布会更紧密地集中在中心 µ 附近。如前所述，这与我们的直觉相符：较大的样
本对离群值不那么敏感，也就是说，它们给出更稳定的平均数。

3.3 为为为什什什么么么中中中心心心极极极限限限定定定理理理重重重要要要

在现实世界中，我们通常无法直接获得总体参数。例如，如果我们要研究东京居民的平均身高，
那么我们不可能出去测量城市中数百万人的身高。相反，在现实中，我们只能从总体中抽取样本
并计算一些样本统计量。

中心极限定理提供了一种数学方式，把样本统计量与真实总体均值联系起来。虽然我们可能永远
无法理解总体分布的真实结构，但至少可以预期，如果样本足够大，通常 n ≥ 30，那么所有样本
均值的分布近似为正态分布。特别地，抽样分布的中心仍然是真实的总体均值。因此，中心极限
定理给了我们额外的表达能力：我们现在可以讨论样本均值 x̄ 与总体均值 µ 之间的理论关系。由
样本统计量推断总体参数的思想，正是推断统计学的核心。在接下来的几讲中，我们会详细研究
这个思想：我们会看到一些根据样本数据实际估计 µ 的方法。

3.4 例例例题题题：：：豚豚豚鼠鼠鼠体体体重重重

假设一个大型豚鼠总体的均值为 950汧，标准差为 150汧。假设该总体并不服从正态分布。现在，假
设我们随机抽取 30 只豚鼠，并计算样本均值 x̄。我们要回答下面的问题：

30 只豚鼠的平均体重在 900汧 到 1000汧 之间的概率是多少？

由于 n = 30，我们可以使用中心极限定理来近似 X̄ 的抽样分布：

X̄ ≈ N
(
µ,

σ2

n

)
= N

(
950,

1502

30

)
.
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等价地，标准误差为

σX̄ =
150√
30

≈ 27.39.

所以我们也可以写成
X̄ ≈ N (950, 27.392).

为了回答上面的问题，我们要求的是概率 P (900 ≤ X̄ ≤ 1000)。为此，我们需要先把两个端点都转
换为 z 分数：

z1 =
900− 950

150/
√
30

≈ −1.83,

以及

z2 =
1000− 950

150/
√
30

≈ 1.83.

因此，
P (900 ≤ X̄ ≤ 1000) ≈ P (−1.83 ≤ Z ≤ 1.83).

使用标准正态表，我们有：

P (Z < 1.83) = 0.96638 且 P (Z < −1.83) = 0.03362,

由此可得：

P (900 ≤ X̄ ≤ 1000) ≈ P (−1.83 ≤ Z ≤ 1.83) = 0.96638− 0.03362 = 0.93276.

所以，随机抽取 30 只豚鼠，并使其平均体重在 900汧 与 1000汧 之间的概率约为 93%。

3.4.1 为为为什什什么么么这这这有有有用用用

如果我们被迫直接计算这个概率，那么会遇到非常麻烦的计算。首先，如果我们试图列出从 1000
只豚鼠中抽取 30 只豚鼠的所有可能样本，可能样本的数量为(

1000

30

)
≈ 2.43× 1057.

若要用古典概率的黄金公式直接计算精确概率，我们需要：

氱氮 列出所有大小为 30 的可能样本；

氲氮 计算每一个样本的样本均值；
氳氮 数出有多少样本均值位于 900 与 1000 之间；

水氮 然后除以 C1000,30，也就是可能样本的总数。

当然，这比简单地使用中心极限定理来近似解要困难得多。
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4 二二二项项项分分分布布布的的的正正正态态态近近近似似似

4.1 大大大型型型二二二项项项实实实验验验的的的问问问题题题

回忆第永讲，二项实验是具有以下性质的概率系统：

氱氮 同一个试验被重复多次；
氲氮 每次试验永远只有两个可能结果，我们称之为成功和失败；
氳氮 每次试验具有相同的概率；
水氮 各次试验相互独立。

二项分布由两个主要数字指定：n 表示试验次数，p 表示成功概率。二项实验中的核心问题，是求
在 n 次尝试中得到某个特定成功次数，或某个成功次数范围的精确概率。为了用数学方式正确地
写出这一点，我们定义了一个离散型随机变量 X，它的作用是数出 n 次试验中的成功次数。随后
我们看到，在 n 次试验中成功 r 次的概率由公式给出：

P (X = r) = Cn,rp
rqn−r,

其中 q = 1− p。

现在想象一个相当大的二项实验，比如 n = 50 且 p = 0.25。如果我们被要求计算像 P (X ≥ 15) 这
样的复杂概率，那么这需要我们计算许多个别概率并把它们相加：

P (X ≥ 15) = P (X = 15) + P (X = 16) + · · ·+ P (X = 49) + P (X = 50)

= C50,15p
15q35 + C50,16p

16q34 + · · ·+ C50,49p
49q1 + C50,50p

50q0,

或者也许使用补事件：

P (X ≥ 15) = 1− P (X < 15)

= 1− (P (X = 0) + P (X = 1) + · · ·+ P (X = 13) + P (X = 14))

= 1− P (X = 0)− P (X = 1)− . . .− P (X = 13)− P (X = 14)

= 1−
(
C50,0p

0q50
)
−
(
C50,1p

1q49
)
− · · · −

(
C50,13p

13q37
)
−
(
C50,14p

14q36
)

无论哪种方法，我们都会遇到庞大而困难的计算。相反，在这种情况下，直接用正态曲线近似该
分布，并使用 z 分数得到一个粗略答案，可能会更容易。从图像上看，真实概率对应于从 15 到
50 所有柱子高度的总和；而正态近似则是在一条大致匹配该分布的正态曲线下，计算 15 右侧的面
积：

0 5 10 15 20 25 30 35
0

5 · 10−2

0.1

0.15

真实二项概率

0 5 10 15 20 25 30 35
0

5 · 10−2

0.1

0.15

近似正态概率
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当然，如果我们考虑一个更大的二项实验，比如 n = 1000，这一点会更加清楚。突然之间，计算
像 P (X ≥ 400) 这样的概率，会涉及对公式 Cn,rp

rqn−r 进行 601 次不同计算，然后再进行一个相
当大的求和。

在第氱氰讲中，我们通过观察二项分布在适当缩放后如何开始类似正态曲线，来引入正态分布。从
视觉上看，随着 n 越来越大，柱子的数量不断增加，直到图像开始类似一条连续曲线。这意味着
随着 n 增加，二项分布会越来越像正态曲线。因此，用 z 分数近似概率会变得越来越合适。下面
的图像中，我们把正态曲线拟合到较小的二项分布上。注意，随着 n 变大，正态曲线越来越好地
拟合二项分布：

0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6
n = 3

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

n = 10

0 5 10 15 20 25
0

5 · 10−2

0.1

0.15

0.2

n = 25

0 5 10 15 20 25 30 35
0

5 · 10−2

0.1

0.15
n = 50

接下来我们会看到，这些正态曲线如何通过应用中心极限定理得到。

4.2 把把把中中中心心心极极极限限限定定定理理理应应应用用用于于于二二二项项项分分分布布布

假设我们有一个固定 n、p 和 q 的二项实验。令 X 为数成功次数的随机变量。从某种角度看，我
们可以把每一次单独试验理解为一个独立的概率系统，并且每次试验都有自己的随机变量。如果
定义：

Yi =

{
1 如果第 i 次试验成功

0 如果第 i 次试验失败,

那么 X 可以写成如下和：
X = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn−1 + Yn.

这个和中的每一项，成功时贡献 1，失败时贡献 0。因此，和 X 会数出 n 次试验后的总成功次
数。现在注意：如果我们把 X 除以 n，就会得到一个很像样本均值的东西：

X

n
=

Y1 + Y2 + · · ·+ Yn−1 + Yn
n

.
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中心极限定理说明，随机变量 Y1, . . . , Yn 的样本均值，会近似排列成正态分布 N
(
µ, σ

2

n

)
，其中 µ

和 σ2 是单次试验变量 Yi 的均值和方差。在这个例子中，原始变量是某一个 Yi，也就是实验中单
次试验对应的变量。处理二项实验时，我们知道均值的对应物是期望值。对于单个变量 Yi，有：

Yi =

{
1 如果试验成功

0 如果试验失败.

期望值1为：
E(Yi) = P (Yi = 0) · 0 + P (Yi = 1) · 1 = q · 0 + p · 1 = p.

此外，方差为：

Var(Yi) = E
(
(Yi − E(Yi))

2
)

= E
(
(Yi − p)2

)
= P (Yi = 0)(0− p)2 + P (Yi = 1)(1− p)2

= q(−p)2 + p(q)2

= qp2 + pq2

= pq(p+ q)

= pq.

总结一下：变量 X
n 表现得像二项实验中每次单独试验结果的某种样本均值。每一次试验都具有相

同的期望值 p，以及相同的方差 pq。应用中心极限定理可知，X
n 近似为正态分布，具体为：

X

n
≈ N

(
p,

pq

n

)
.

我们可以利用这个信息，为原始变量 X 构造一个新的近似。关于正态分布的一些复杂代数2给出
以下事实：

X

n
≈ N

(
p,

pq

n

)
=⇒ X ≈ N (np, npq) .

因此，我们得到了 X 的正态近似。

1回忆一下，对于离散型随机变量，随机变量的期望值大致为

E(X) =
∑
概率×结果

。
2如果必须写出来：我们可以把 x

n
代入定义正态分布的概率密度函数中，得到

f
(x
n

)
=

1

σ
√
2π

exp

(
−
( x
n
− µ)2

2σ2

)
=

1

σ
√
2π

exp

(
− (x− nµ)2

2n2σ2

)
.

这几乎看起来像 N (nµ, n2σ2) 的定义，只是前面的系数不一样。如果我们在表达式前额外加上 1
n
，那么 1

n
f
(
x
n

)
就会

与 N (nµ, n2σ2) 的定义完全匹配。
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二二二项项项分分分布布布的的的正正正态态态近近近似似似

如果 X 按照试验次数 n 和成功概率 p 服从二项分布，并且使用粗略规则 np > 5 和 nq > 5，
那么 X 可以用如下正态分布近似：

X ≈ N (np, npq).

换一种写法，我们说 X ≈ Y，其中 Y ∼ N (np, npq)。

注意，条件 np > 5 和 nq > 5 是为了确保原始二项分布足够大，并且不太偏斜，从而使近似有意
义。例如，注意第水氮氱节中的图：n = 3, p = 0.25 的近似并不真正贴合原始分布。

4.3 连连连续续续性性性修修修正正正

根据上一节，当二项分布足够大并且不太偏斜时，我们可以用正态分布 N (np, npq) 来近似它。后
者使我们能够计算 z 分数，并通过面积求出概率。虽然这可能很有用，但在用平滑面积近似柱状
图时，存在一个真正的几何问题。我们再次考虑第水氮氱节中 n = 50、p = 0.25 的例子。如果把图放
大，我们会注意到，近似的连续面积正好把 X = 15 对应的柱子切成两半：

0 5 10 15 20 25 30 35
0

5 · 10−2

0.1

0.15

近似正态概率

12 13 14 15 16 17 18

14.5

0

5 · 10−2

0.1

0.15

近似正态概率

因此，蓝色区域对应的面积会小于真实概率。我们可以通过让面积近似从柱子的起点开始计数，
而不是从柱子中间开始计数，来修正这一点：

未修正近似 修正后近似

12 13 14 15 16 17 18

14.5

0

5 · 10−2

0.1

0.15

12 13 14 15 16 17 18

14.5

0

5 · 10−2

0.1

0.15

一般来说，这会比未修正的版本给出更接近的近似。 这个调整称为连续性修正。
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连连连续续续性性性修修修正正正的的的规规规则则则

当用正态随机变量 Y 近似二项随机变量 X 时，将每个截断点移动 0.5，使正态面积完整覆盖
二项分布的柱子。

二项概率 正态近似

P (X ≥ r) 变为 P (Y ≥ r − 0.5)

P (X > r) 变为 P (Y > r + 0.5)

P (X ≤ r) 变为 P (Y ≤ r + 0.5)

P (X < r) 变为 P (Y < r − 0.5)

P (a ≤ X ≤ b) 变为 P (a− 0.5 ≤ Y ≤ b+ 0.5)

例如，如果我们想近似 P (15 ≤ X)，那么应计算 P (14.5 ≤ Y )；如果想近似 P (X ≤ 12)，那么应计
算 P (Y ≤ 12.5)。

5 例例例题题题：：：复复复古古古服服服装装装

现在我们来完整地看一个二项近似的例子。假设我去下北泽，想买一些很酷的复古服装。根据过
去的经验，我知道在任意一家店里找到有意思、值得购买的衣服的概率大约是 25%。我们假设各
家店相互独立，并且这个概率在不同店之间保持不变。我走进了 25 家不同的店。我们尝试求出下
面问题的近似答案：

25 家店中，有 8 家或更多店有好衣服的概率是多少？

假设我们可以把这建模为一个二项实验，定义随机变量

X =有好衣服的店的数量.

根据假设，变量 X 服从二项分布，其中 n = 25，p = 0.25，且 q = 1− 0.25 = 0.75。

5.1 方方方法法法1：：：精精精确确确的的的二二二项项项计计计算算算

为了以后参考，我们首先精确计算这个结果。题目要求的是 P (X ≥ 8)。可以直接计算为：

P (X ≥ 8) = P (X = 8) + P (X = 9) + · · ·+ P (X = 25)

= C25,8(0.25)
8(0.75)17 + C25,9(0.25)

9(0.75)16 + · · ·+ C25,25(0.25)
25(0.75)0.

使用计算器可得：
P (X ≥ 8) ≈ 0.27349.

5.2 方方方法法法2：：：正正正态态态近近近似似似

为了使用正态近似，我们首先必须检查近似条件：

np = 25(0.25) = 6.25 且 nq = 25(0.75) = 18.75.
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两者都大于 5，所以正态近似是合理的。由于 n = 25，p = 0.25，q = 0.75，近似用的正态分布
为：

X ≈ N (np, npq) = N (6.25, 4.6875).

如果不使用连续性修正，我们通过计算 z 分数来求近似概率：

z =
8− 6.25√
4.6875

≈ 0.81.

因此：
P (X ≥ 8) ≈ P (Z > 0.81) = 1− P (Z < 0.81) ≈ 1− 0.79103 = 0.20897.

可以看到，这明显小于精确答案 0.27349。然而，如果我们在计算概率之前进行连续性修正，就会
把 P (X ≥ 8) 改为 P (Y ≥ 7.5)。把这个新值代入 z 分数公式，得到：

z =
7.5− 6.25

2.17
≈ 0.58 =⇒ P (Y ≥ 7.5) ≈ P (Z ≥ 0.58) ≈ 0.28096.

注意，这明显更接近真实值 0.27349。
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