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在最近的课程中，我们学习了估计。估计使用样本数据来大致推测总体参数位于什么范围。现
在，我们将通过进行主张的检验，继续讨论推断统计。我们不再估计参数，而是评估关于参数真
实值的主张。这样的过程称为假设检验，它是推断统计中的一种强大工具。在接下来的四讲中，
我们将详细讨论这种方法。今天，我们只介绍假设检验的整体结构。
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1 引引引言言言

假设你正在散步，并遇到了两群人。其中一群人看起来危险而可疑，另一群人则是看起来值得信
任的修女和孩子：

一个可疑的群体 一个值得信任的群体

你先走向那群看起来可疑的人。他们递给你一枚硬币，并提出下面的游戏：

不断抛掷这枚硬币。每次出现正面，我们就给你$2。但是，每次出现反面，你必须给
我们$1。

起初，这个游戏似乎很慷慨，所以你决定参加。然而，在抛掷30次之后，你发现正面只出现
了3次，而反面出现了27次。最终，你需要支付$21，然后继续赶路。

你感到很可疑，于是决定进行一些计算。由于抛硬币是一个二项试验，你使用公式：

P (X = 3) = C30,3(0.5)3(0.5)27 ≈ 3.78 × 10−6,

这里假设硬币是公平的，并且p = q = 0.5。根据上面的结果，你发现，在30次试验中只得到3次正
面的概率极小。因此，你认为这枚硬币很可能有问题，并且p远低于50%。

接下来，你走向那群看起来值得信任的人，并开始与他们交谈。奇怪的是，第二群人也向你提出
完全相同的游戏：

不断抛掷这枚硬币。每次出现正面，我们就给你$2。但是，每次出现反面，你必须给
我们$1。

尽管你觉得这可能不是一个明智的决定，但你还是决定再抛掷30次硬币。这一次，正面出现
了12次，反面出现了18次，因此你赢得了$6。再次假设硬币是公平的，你计算：

P (X = 12) = C30,12(0.5)12(0.5)18 = C30,12(0.5)30 ≈ 0.081.

事实上，这个结果并不是特别不合理，因为在30次抛掷中恰好得到15次正面的概率也只有大
约14%。仅根据这些信息，没有充分的理由认为第二枚硬币是不公平的。
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1.1 统统统计计计检检检验验验的的的非非非正正正式式式结结结构构构

我们刚才已经看到了一个非常重要的统计过程——假设检验——背后的非正式思想。在两种情形
中，我们都面对一个系统，并根据所进行的观察，对“我们使用的是一枚公平硬币”这一假设提出
了质疑。在两种情形中，我们都进行了某种概率计算，并得出了两个不同的结论：

1. 对于可疑的硬币，我们认为随机观察到的结果极不可能发生。这使我们开始怀疑p = 0.5这一预
期，因此拒绝了硬币公平的想法；而

2. 对于修女们的硬币，随机观察到的结果与p = 0.5相符，因此没有理由拒绝硬币是公平的这一主
张。

许多假设检验都遵循这种一般模式：我们先有一个预期，然后进行一次观察并产生怀疑，之后再
进行概率计算，以判断拒绝原始假设是否合理。这个概念流程可以概括如下：

预期

观察

怀疑

可能性 结论

在接下来的几讲中，我们将在不同情境下研究这一结构。现在，我们只描述其一般形式。为此，
我们首先回顾正态分布的一些基本性质。

1.2 正正正态态态分分分布布布的的的简简简要要要回回回顾顾顾

回忆一下，正态分布由两个参数决定：总体均值µ和总体方差σ2。当我们写作X ∼ N (µ, σ2)时，分
布的x轴表示随机变量X可能取得的值。由于这是一个连续随机变量，X落在某一区域内的概率由
图像下方的面积给出。因此，图像的形状表示X出现在附近各个位置的可能性。正态分布在中心
附近达到最高点，然后迅速向两侧尾部下降，因此，随机选择一个X的值时，我们预计它很可能
接近µ。事实上，根据第10讲的讨论，X落在距离µ一个标准差以内的概率约为68%：

µ − 3σ µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ + 2σ µ + 3σ

68%

13.5% 13.5%

2.35% 2.35%

换句话说，如果我们不断随机选择X的值，那么大约有68%的时间，该值会落在区间[µ − σ, µ +
σ]内。相反，随机选择的X值远离中心的可能性非常低。这一观察是理解假设检验的基础。
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2 假假假设设设检检检验验验

2.1 统统统计计计检检检验验验的的的一一一般般般结结结构构构

在引言中，我们描述了进行统计检验的一般流程。下面给出了相同的流程，并配上正确的专业术
语。

预期

原假设

观察

检验统计量

怀疑

备择假设

可能性

计算P值

结论

与显著性水平
进行比较

现在，我们逐一解释这些术语。

重重重要要要术术术语语语

• 原原原假假假设设设（（（H0）））：：： 我们想要检验的陈述。

• 备备备择择择假假假设设设（（（H1）））：：： 反映我们怀疑的、与原假设相竞争的陈述。

• 检检检验验验统统统计计计量量量：：： 从样本数据中得到的数值信息。
• P值值值：：： 假设H0为真时，得到与观察结果同样极端或更加极端的结果的概率。

• 显显显著著著性性性水水水平平平（（（α）））：：： 用于判断什么结果算作“过于不可能”的概率临界值。

2.2 P值值值

根据上面的定义，假设检验中的P值并不只是计算某个结果发生的概率。相反，P值是在假设原
假设为真的前提下，计算得到当前样本数据或更加极端结果的概率。在第1节中，我们对两枚硬
币进行了二项概率计算，并看到了这种思想的原型。事实上，这些概率计算还不是这些假设检验
的P值。为了得到P值，我们需要进行更加详细的计算。

对于可疑的硬币，实际观察结果为X = 3，也就是正面出现3次。计算这个观察结果的P值时，我
们假设硬币是公平的，即p = 0.5，然后计算正面出现3次或更少的概率：

P (X ≤ 3) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) ≈ 0.0000042.

对于第二枚硬币，我们观察到X = 12。同样，P值通过计算正面出现12次或更少的概率得到：

P (X ≤ 12) = P (X = 0) + P (X = 1) + . . . + P (X = 12) ≈ 0.181.

从图形上看，我们是在计算由n = 30和p = 0.5构成的二项分布左尾中的概率：
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P (X ≤ 3) ≈ 0.0000042

P (X ≤ 12) ≈ 0.181

X = 正面出现的次数

2.3 显显显著著著性性性水水水平平平

假设检验首先假设原假设实际上是正确的，然后研究这一假设所产生的结果。正如第1.2节所述，
在大多数情况下，我们预计随机选取的检验统计量会落在其概率分布中心附近，尤其是当它服从
正态分布时。如果我们观察到一个远在分布尾部的结果，那么这个结果在原始模型下出现的概率
就非常低。

当然，由于随机性的本质，偶然得到一个异常极端的结果始终是可能的。真正需要考虑的问题
是：

我们的运气需要差到什么程度，才应该开始怀疑原假设有问题？

显著性水平α通过给出一个判断“运气过差”的临界值来回答这个问题：

检验统计量

不可接受地
不可能 H0下所主张的中心

α

当我们得到样本数据后，P值计算的是：假设数据的真实中心由H0给出时，得到这个样本或更加
极端样本的概率。如果这个概率低得无法接受，即小于α，那么我们就认为H0所主张的总体参数
值很可能是错误的。最终的判断规则可以总结如下：

判判判断断断规规规则则则

• 如果计算得到的P值小小小于于于或或或等等等于于于α，那么观察结果在H0下过于不可能，因此我们拒拒拒绝绝绝H0。

• 如果计算得到的P值大大大于于于α，那么观察结果还没有不可能到足以拒绝H0的程度，因此我们
不不不拒拒拒绝绝绝H0。

在实际应用中，我们会在检验开始时选择显著性水平。常见的取值为

α = 0.01, α = 0.02, α = 0.05.
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需要特别注意的是，“不拒绝H0”并不意味着我们已经证明H0为真。它只意味着样本没有提供足够
强的证据来反对H0。

2.4 不不不同同同类类类型型型的的的检检检验验验

备择假设H1总是一个与原假设相反的陈述。事实上，有多种方式可以反对一个“等于”的陈述。通
常，原假设会声称总体参数的真实值等于某个特定值。这个主张可能以三种方式出错：

• 真实值可能小于所主张的值；
• 真实值可能大于所主张的值；
• 真实值可能只是与所主张的值不同。

这三种检验分别称为左尾检验、右尾检验和双尾检验。下面我们将说明，备择假设如何决定给定
检验中P值的正确计算方法。

2.4.1 左左左尾尾尾检检检验验验

左尾检验研究真实值是否小于原假设所主张的值。形式上，检验通常从下面的陈述开始：

H0 :真实值 =所主张的值, H1 :真实值 <所主张的值.

顾名思义，在左尾检验中，我们通过取观察值左侧的面积来计算P值：

观察值

P值

2.4.2 右右右尾尾尾检检检验验验

在右尾检验中，备择假设研究真实值是否大于原假设所主张的值：

H0 :真实值 =所主张的值, H1 :真实值 >所主张的值.

在这种情况下，P值是观察到的样本统计量右侧的面积：

观察值

P值
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2.4.3 双双双尾尾尾检检检验验验

在双尾检验中，我们研究真实值是否与原假设所主张的值不同：

H0 :真实值 =所主张的值, H1 :真实值 ̸=所主张的值.

回忆一下，如果两个数a和b不同，那么必有a < b或b < a。因此，双尾检验通过同时合并两个尾部
的概率来计算P值：

P值 P值

2.5 第第第一一一类类类错错错误误误和和和第第第二二二类类类错错错误误误

假设检验本身始终包含一定程度的不确定性。如果得到一个低于显著性水平的P值，这并不能证明
原假设为假。它只意味着样本提供了反对原假设的证据。同样，如果我们不拒绝原假设，这也不
能证明原假设确实为真。它只意味着没有足够的证据来拒绝原假设。

由于存在这种固有的不确定性，我们始终有可能意外得出错误的结论。在进行假设检验时，我们
主要可能犯两种错误。它们称为第一类错误和第二类错误。

第第第一一一类类类错错错误误误和和和第第第二二二类类类错错错误误误

• 当H0实际上为真，但我们拒绝了H0时，就发生了第第第一一一类类类错错错误误误。

• 当H0实际上为假，但我们没有拒绝H0时，就发生了第第第二二二类类类错错错误误误。

如果我们在第一次抽样时碰巧得到一个统计上极不可能的样本，就可能发生第一类错误。例如，
抛掷一枚硬币30次，并得到27次反面和3次正面，从严格意义上说并非不可能。然而，这一结果极
其不可能，因此我们不得不拒绝硬币公平这一主张。但是，在这样做时，我们无法保证自己并不
是恰好生活在一个极不可能的结果发生了的世界中。在这种情况下拒绝原假设，可能就是第一类
错误的一个例子。

第二类错误发生在我们得到与原假设相符的样本数据时。在这种情况下，即使原假设实际上为
假，我们也没有充分的理由拒绝它。如果样本观察得到的P值高于α，就可能发生这种情况。为了
说明这一点，回忆一下，修女们的硬币在30次试验中得到了12次正面。我们认为这个观察结果与
公平硬币相当一致，因此没有理由拒绝硬币公平这一主张。但是，如果这枚硬币真实的正面概率
实际上是P (H) = 0.4呢？我们的样本数据不能排除公平硬币的可能性，即使公平这一主张实际上
可能是错误的。

假设检验可能产生四种结果：

不不不拒拒拒绝绝绝H0 拒拒拒绝绝绝H0

H0为为为真真真 正确判断 第一类错误

H0为为为假假假 第二类错误 正确判断
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显著性水平α控制犯第一类错误的概率。例如，使用α = 0.05意味着，在重复使用该检验时，它被
设计为大约有5%的时间会拒绝一个真实的原假设。

3 示示示例例例检检检验验验：：：两两两枚枚枚硬硬硬币币币

现在，我们将说明如何把前面的抛硬币例子表示为正式的假设检验。为了方便后续讨论，我们将
使用随机变量P̂，并用正态近似来描述这些试验。我们在之前的课程中估计真实二项概率p时已经
见过这个随机变量。下面我们只给出与样本试验对应的P值，而把P值的实际计算推迟到下一讲。
现在只需要回忆，随机变量P̂近似服从参数为

P̂ ∼ N
(

p,
pq

n

)
的正态分布。

重要的是，真实的二项概率p位于这个分布的中心。因此，我们可以把原假设理解为关于这个正态
分布中心的主张。观察到的样本数据最终会表现为这个分布x轴上的点。换句话说，上面的正态分
布告诉我们应该如何组织和衡量我们的“运气”。

在绘制观察数据之前，我们先说明如何正确表述这些检验。

3.1 可可可疑疑疑的的的硬硬硬币币币

我们先回到第一枚硬币。

步步步骤骤骤1：：：陈陈陈述述述假假假设设设。。。

我们首先假设硬币是公平的，但是怀疑出现正面的概率实际上低于0.5。因此，原假设和备择假设
分别为

H0 : p = 0.5, 以及 H1 : p < 0.5.

根据备择假设可以看出，这是一个左尾检验。

步步步骤骤骤2：：：记记记录录录检检检验验验统统统计计计量量量。。。

根据样本数据，在n = 30次抛硬币中，我们观察到r = 3次正面。因此，样本比例为

p̂ = r

n
= 3

30 = 0.1.

步步步骤骤骤3：：：计计计算算算P值值值。。。

通常，我们会在这里直接计算P值。但是，现在我们只给出根据正态近似得到的计算结果：

P̂ ∼ N
(

0.5,
(0.5)(0.5)

30

)
.

因此，
P (P̂ ≤ 0.1) ≈ 0.0000134.

注意，由于这是左尾检验，我们计算的是观察到的p̂左侧的概率。

步步步骤骤骤4：：：与与与显显显著著著性性性水水水平平平比比比较较较。。。
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使用显著性水平α = 0.05，显然有
0.0000059 < 0.05.

因此，我们必须拒绝原假设H0。

解解解释释释

在30次抛硬币中只出现3次正面的样本数据，为反对硬币公平这一假设提供了极强的证据。相
反，这些数据支持正面概率小于0.5的怀疑。

3.2 修修修女女女们们们的的的硬硬硬币币币

现在，我们对第二枚硬币进行相同的检验。

步步步骤骤骤1：：：陈陈陈述述述假假假设设设。。。

我们再次检验这枚硬币是否不利于出现正面：

H0 : p = 0.5, 以及 H1 : p < 0.5.

步步步骤骤骤2：：：记记记录录录检检检验验验统统统计计计量量量。。。

在这种情况下，我们在n = 30次抛掷中观察到r = 12次正面，因此

p̂ = r

n
= 12

30 = 0.4.

步步步骤骤骤3：：：计计计算算算P值值值。。。

在原假设下进行连续性校正后，P值近似为

P (X ≤ 12) ≈ P (Z ≤ −0.913) ≈ 0.181.

步步步骤骤骤4：：：与与与显显显著著著性性性水水水平平平比比比较较较。。。

再次使用显著性水平α = 0.05，可以看到

0.181 > 0.05.

因此，我们不拒绝H0。

解解解释释释

在30次抛硬币中出现12次正面的样本，没有提供足够强的证据来说明真实的正面概率低
于0.5。这并不能证明硬币是公平的，只表示这个观察结果与公平硬币相当一致。

3.3 检检检验验验的的的图图图形形形表表表示示示

在原假设下，观察到的样本比例的抽样分布近似为

P̂ ∼ N
(

0.5,
(0.5)(0.5)

30

)
.
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这个分布的标准差为 √
(0.5)(0.5)

30 ≈ 0.091.

可疑的硬币产生了p̂ = 0.1，它位于左尾非常远的位置。修女们的硬币产生了p̂ = 0.4，它低于中
心，但并不是特别极端。

P̂0.23 0.32 0.41 0.50 0.59 0.68 0.77

p̂ = 0.1

p̂ = 0.4

α = 0.05

H0 : p = 0.5

如图所示，与修女们的硬币对应的左尾P值面积大于临界值α = 0.05，因此我们没有充分的理由拒
绝这枚硬币是公平的这一假设。另一方面，对于可疑的硬币，观察到的样本比例p̂ = 0.1位于分布
左尾非常远的位置，这意味着在第一次收集样本数据时得到这种结果的可能性极低。0.1左侧的面
积远小于0.05，因此我们拒绝了可疑硬币是公平的这一假设。
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