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在第16讲中，我们比较了观测值自然配对的两个总体。通过这种配对，我们可以在每一对观测值
内部作差，构造一个新的差值总体 D = X − Y，并将问题化为单样本 t 检验。在本讲中，我们将
去掉这一假设，改为假设两个总体是独立的。正如我们将看到的，这一新假设仍然使我们能够同
时对两个总体进行假设检验。不过，这一次我们不能再构造差值 d = x − y。因此，我们需要用另
一种方法来弥补这种便利的丧失。最后，我们将使用这些新方法检验总体均值之差，并检验两个
独立二项试验的成功概率之差。
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1 配配配对对对数数数据据据回回回顾顾顾

在本讲中，我们将继续讨论比较两个不同总体参数的假设检验。给定两个总体，这里的核心问题
是：

这两个总体平均而言是否相同？

原则上，我们可以比较两个总体的真实均值，并检验它们是否相等，从而回答这个问题。在进行
这种检验的过程中，我们需要构造一个结合两个总体样本数据的抽样分布。在第16讲中，我们指
出，一般来说，这是一项困难的工作。因此，我们通过假设两个总体自然配对来简化问题。由于
一个总体中的每个观测值在另一个总体中都有唯一对应的观测值，这一假设使我们能够构造第三
个总体，其中包含所有配对值之间的差：

总总总体体体1 总总总体体体2

差差差值值值
总总总体体体

x y

x − y

配对值

在符号上，我们使用字母 D 表示这个“差值总体”。形式上，D 就是 X − Y，即用于定义两个总体
的随机变量之差。

利用关于期望值和方差的一些标准结论，我们得到随机变量 D 的均值和方差为：

µD = µX − µY , σ2
D = σ2

X + σ2
Y − 2 Cov(X, Y ).

虽然均值具有简单的形式，但方差中出现了一个称为协方差的额外项。粗略地说，这个协方差项
衡量配对值如何共同变化。由于 σD 通常未知，我们必须使用 sD 估计差值的标准差，并使用学生
t 分布，从而得到以下检验统计量。

配配配对对对数数数据据据的的的检检检验验验统统统计计计量量量

对于配对数据，首先计算差值 di = xi − yi。然后使用

t = d̄ − 0
sD/

√
n

, df = n − 1.
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2 独独独立立立总总总体体体

2.1 改改改变变变我我我们们们的的的假假假设设设

在进行涉及两个总体的假设检验时，描述适当的抽样分布存在一个主要的技术障碍。为了简化问
题，在上一讲中，我们假设两个总体自然配对。这使我们能够从总体 D 中抽取样本，并将其拆分
为相应的 X 和 Y 样本，从而描述 D̄ 的抽样分布。

在本讲中，我们不再假设总体是配对的。相反，我们将假设 X 和 Y 是独立的，这意味着二者之
间不存在概率依赖关系。事实上，我们在本课程前面讨论概率时见过这个术语：如果一个事件的
发生不会改变另一个事件的概率，则称这两个事件“独立”。类似地，如果知道一个随机变量的值
不会改变另一个随机变量的概率分布，我们就称 X 和 Y 独立。在数学上，假设 X 和 Y 独立意味
着二者之间没有相互作用，因此协方差 Cov(X, Y ) 为 0。

尽管这看起来很有希望，但我们也必须承认，在放宽配对数据假设的过程中，我们失去了一些东
西。当 X 和 Y 的观测值配对时，我们能够构造一个由 D = X − Y 控制的第三个总体，其中数据
点具有 d = x − y 的形式。这使我们能够从总体 D 中抽取样本，并将其拆分为 X 和 Y 的单独样
本。如果去掉 X 和 Y 配对的假设，我们就不能再使用这种方法。换句话说，即使我们从 X 和 Y
中选取两个大小相同的简单随机样本，也没有自然的方法将它们配对成某种差值样本：

X 的样本： x1 x2 x3 xn· · ·

Y 的样本： y1 y2 y3 yn· · ·

未配对

这意味着，没有自然的方法构造个体差值样本来检验差 µX − µY。

2.2 样样样本本本均均均值值值之之之差差差

假设我们分别从 X 和 Y 中抽取两个独立随机样本。由于样本是独立的，因此没有必要要求两个
样本具有相同的大小。令 n1 表示从 X 中抽取的样本大小，令 n2 表示从 Y 中抽取的样本大小。
则样本均值 x̄ 和 ȳ 可以分别计算为：

x̄ = x1 + x2 + · · · + xn1

n1
以及 ȳ = y1 + y2 + · · · + yn2

n2
.

我们的最终目标是在不能直接使用差值总体 D 的情况下，描述一个以 µX − µY 为中心的抽样分
布。根据可用的样本数据，我们可以考虑 x̄ − ȳ，从而构造均值之差：

X 的样本： x1 x2 x3 xn1· · · x̄

Y 的样本： y1 y2 y3 yn2· · · ȳ

未配对 x̄ − ȳ
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如果我们希望通过评估这个特定观测值 x̄ − ȳ 出现的可能性来进行假设检验，那么就需要考虑一个
包含所有可能随机获得的差 x̄ − ȳ 的概率分布。因此，我们将研究随机变量 X̄ − Ȳ。

当样本足够大时，中心极限定理告诉我们，X̄ 和 Ȳ 的各自抽样分布近似为正态分布，其参数为：

X̄ ≈ N
(

µX ,
σ2

X

n1

)
以及 Ȳ ≈ N

(
µY ,

σ2
Y

n2

)
.

我们强调，与配对数据的情况不同，两个样本不必具有相同的大小，即不要求 n1 = n2。

现在，我们将使用这两个正态分布来描述随机变量 X̄ − Ȳ 的整体分布。示意性地说，我们要寻找
的是：

µX

N
(

µX ,
σ2

X
n1

)

µY

N
(

µY ,
σ2

Y
n2

)
?

µX̄−Ȳ

N
(
µX̄−Ȳ , σ2

X̄−Ȳ

)

2.3 构构构造造造 X̄ − Ȳ 的的的抽抽抽样样样分分分布布布

在上一讲中，我们看到，两个随机变量之差的期望值等于各个随机变量期望值之差。对于 X̄ −Ȳ，
用符号表示为：

E(X̄ − Ȳ ) = E(X̄) − E(Ȳ ).

由于 E(X̄) 就是 X̄ 的均值，即 µX，而 Ȳ 也同样如此，因此我们可以得出：

µX̄−Ȳ = E(X̄ − Ȳ ) = E(X̄) − E(Ȳ ) = µX − µY .

方便的是，这与配对数据中出现的中心相同：两个样本均值之差的期望值等于两个总体均值之
差。

对于方差，我们实际上仍然可以使用第16讲中的同一结论：

Var(X̄ − Ȳ ) = Var(X̄) + Var(Ȳ ) − 2 Cov(X̄, Ȳ ),

其中 Cov(X̄, Ȳ ) 是 X̄ 和 Ȳ 的协方差。这里发生了关键的简化：由于假设两个样本独立，所以 X̄
和 Ȳ 也独立，因此这个额外的协方差项为 0：

Cov(X̄, Ȳ ) = 0.

因此，上面的方差公式可以方便地简化为：

Var(X̄ − Ȳ ) = Var(X̄) + Var(Ȳ ).
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X̄ 的方差就是其正态分布中的第二个参数，即 X̄ 的标准误差项的平方，也就是
σ2

X
n1
。类似地，Ȳ

的方差为
σ2

Y
n2
。因此，对于独立总体，X̄ − Ȳ 分布的方差为：

σ2
X̄−Ȳ

= Var(X̄ − Ȳ ) = Var(X̄) + Var(Ȳ ) = σ2
X

n1
+ σ2

Y

n2
.

综合以上结果，我们现在可以完整描述近似表示 X̄ − Ȳ 的正态分布。

独独独立立立均均均值值值之之之差差差的的的抽抽抽样样样分分分布布布

对于独立样本，

X̄ − Ȳ ≈ N
(

µX − µY ,
σ2

X

n1
+ σ2

Y

n2

)
.

我们的正态分布将以 µX − µY 为中心，并以标准误差为单位向两侧计数，其中标准误差是上述方
差项的平方根： √

σ2
X

n1
+ σ2

Y

n2
.

从几何上看，我们得到下图：

µX − µY − 3

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

µX − µY − 2

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

µX − µY −

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

µX − µY

µX − µY +

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

µX − µY + 2

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

µX − µY + 3

√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

X̄ − Ȳ ≈ N
(

µX − µY ,
σ2

X
n1

+ σ2
Y

n2

)

虽然这看起来很复杂，但重要的是，它完全是可处理的——我们可以使用一个公式来计算相关概
率。

3 独独独立立立均均均值值值的的的假假假设设设检检检验验验

3.1 归归归无无无假假假设设设与与与备备备择择择假假假设设设

与上一讲中的讨论一样，当我们想要检验两个独立总体平均而言是否相等时，归无假设为

H0 : µX − µY = 0.

然后，我们从 X 和 Y 中抽取两个可能具有不同大小的独立样本。在归无假设成立时，抽样分布
变为

X̄ − Ȳ ≈ N
(

0,
σ2

X

n1
+ σ2

Y

n2

)
.
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来自 X 和 Y 的两个样本分别具有样本均值 x̄ 和 ȳ，它们的差 x̄ − ȳ 将落在上述正态分布上的某个
位置。与我们之前见过的其他假设检验一样，观测值 x̄ − ȳ 离中心越远，P值就越小。

与第16讲中的配对总体一样，如果我们希望检验 H0 是否与某个相反的主张相冲突，就可以根据具
体怀疑使用不同的备择假设：

H1 :


µX − µY < 0, 表示 X 总体的平均值较小,

µX − µY > 0, 表示 X 总体的平均值较大,

µX − µY ̸= 0, 仅表示两个平均值不同.

选选选择择择方方方向向向

相减的顺序必须与备择假设一致。如果使用样本差 x̄ − ȳ，那么：

• µX < µY 写为 H1 : µX − µY < 0；
• µX > µY 写为 H1 : µX − µY > 0。

3.2 σ 已已已知知知和和和未未未知知知时时时的的的检检检验验验统统统计计计量量量

假设两个总体标准差 σX 和 σY 都已知。在这种情况下，X̄ − Ȳ 分布的标准误差为√
σ2

X

n1
+ σ2

Y

n2
.

当我们将观测到的差转换为 z 分数时，示意性地取以下商：

z = 观测值−均值
标准误差

.

在本例中，我们假设归无假设成立，即 µX − µY = 0。标准误差已在上面给出，并且可以由现有信
息直接计算。因此，观测到的差 x̄ − ȳ 通过以下公式转换为 z 分数：

z = (x̄ − ȳ) − 0√
σ2

X
n1

+ σ2
Y

n2

= x̄ − ȳ√
σ2

X
n1

+ σ2
Y

n2

.

标标标准准准差差差已已已知知知时时时的的的独独独立立立均均均值值值

当 σX 和 σY 已知时，为检验 H0 : µX − µY = 0，使用公式：

z = x̄ − ȳ√
σ2

X
n1

+ σ2
Y

n2

.

现在假设 σX 或 σY 中至少有一个未知。在这种情况下，我们没有可以代入前一个公式的数值。因
此，次优的方法是用各自的样本估计值替换两个总体标准差，并改用近似的学生 t 分布：
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z = x̄−ȳ√
σ2

X
n1

+
σ2

Y
n2

σX 或 σY 未知

将 σX 和 σY

替换为 sX 和 sY

t = x̄ − ȳ√
s2

X
n1

+ s2
Y

n2

.

学生 t 分布，
df = min(n1 − 1, n2 − 1)

在本课程中，按照约定，我们使用两个可用自由度中较小的一个。

标标标准准准差差差未未未知知知时时时的的的独独独立立立均均均值值值

当任一总体标准差未知时，为检验 H0 : µX − µY = 0，使用公式

t = x̄ − ȳ√
s2

X
n1

+ s2
Y

n2

,

其中
df = min(n1 − 1, n2 − 1).

之后，可以使用相应的 z 表或 t 表计算适当的P值。

4 检检检验验验两两两个个个二二二项项项概概概率率率

4.1 单单单样样样本本本比比比例例例回回回顾顾顾

假设我们有一个成功概率为 p 的单个二项试验。如果进行 n 次试验并观察到 r 次成功，那么可以
根据样本数据估计 p。这个估计值称为样本比例，可以简单地计算为：

p̂ = r

n
.

正如我们在第13讲和第15讲中看到的，在这种情况下，中心极限定理给出正态近似：

P̂ ≈ N
(

p,
pq

n

)
, q = 1 − p.

p − 3
√

pq
n

p − 2
√

pq
n

p −
√

pq
n

p
p +
√

pq
n

p + 2
√

pq
n

p + 3
√

pq
n

P̂ ≈ N
(

p,
pq

n

)

在这种情况下，我们必须始终检查样本是否足够大，以确保正态近似合理。在本课程中，我们使
用 np > 5 和 nq > 5 这一标准。
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4.2 两两两个个个独独独立立立样样样本本本比比比例例例之之之差差差

现在假设我们有两个二项试验：

• 试验1的真实成功概率为 p1，样本大小为 n1，样本比例为 p̂1；

• 试验2的真实成功概率为 p2，样本大小为 n2，样本比例为 p̂2。

分别有

P̂1 ≈ N
(

p1,
p1q1
n1

)
以及 P̂2 ≈ N

(
p2,

p2q2
n2

)
,

其中 q1 = 1 − p1，q2 = 1 − p2。 样本比例与样本均值具有相同的作用，我们可以取它们的差，得
到一个新变量 P̂1 − P̂2。如果假设这两个试验独立，那么协方差项再次为 0，从而得到以下形式的
正态分布：

P̂1 − P̂2 ≈ N
(

p1 − p2,
p1q1
n1

+ p2q2
n2

)
.

以此为基础，我们现在将描述一种检验两个试验是否具有相同成功概率的方法。

4.3 成成成功功功概概概率率率之之之差差差的的的假假假设设设检检检验验验

为了检验两个成功概率是否相等，我们从归无假设开始：

H0 : p1 − p2 = 0.

在这一假设下，上述正态分布将以 0 为中心：

N
(

0,
p1q1
n1

+ p2q2
n2

)
.

但是，我们不能直接使用这个分布进行检验，因为实际上并不知道 pi 和 qi 的值。为什么？因为归
无假设只对差 p1 − p2 作出了陈述，而没有给出它们的具体数值。因此，我们必须将 p1 和 p2 视为
未知，并使用样本比例估计它们的值。这意味着我们的正态分布将变为：

P̂1 − P̂2 ≈ N
(

0,
p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2

)
,

其中 q̂1 = 1 − p̂1，q̂2 = 1 − p̂2。从几何上看，这仍然是一条以 0 为中心的钟形曲线，但这一次我
们按照标准误差 √

p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2

来计数：

−3
√

p̂1 q̂1
n1

+ p̂2 q̂2
n2

−2
√

p̂1 q̂1
n1

+ p̂2 q̂2
n2

−
√

p̂1 q̂1
n1

+ p̂2 q̂2
n2

0 √
p̂1 q̂1

n1
+ p̂2 q̂2

n2

2
√

p̂1 q̂1
n1

+ p̂2 q̂2
n2

3
√

p̂1 q̂1
n1

+ p̂2 q̂2
n2

P̂1 − P̂2 ≈ N
(
0, p̂1q̂1

n1
+ p̂2q̂2

n2

)
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相应的 z 分数以中心 0 为起点，按照上述标准误差项进行计数，因此公式为：

z = 观测值−均值
标准误差

= p̂1 − p̂2√
p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2

.

这就是用于计算适当P值的公式。

检检检验验验两两两个个个独独独立立立二二二项项项概概概率率率

为了检验 H0 : p1 − p2 = 0，使用
z = p̂1 − p̂2√

p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2

.

P值使用 Z ∼ N (0, 1) 计算。

与第4.1节中的正态分布一样，我们必须首先确认两个二项试验可以合理地用正态分布近似。在本
课程中，在进行近似之前，必须确认以下四个量

n1p̂1, n1q̂1, n2p̂2, n2q̂2

均大于 5。

5 例例例：：：橙橙橙色色色彩彩彩虹虹虹糖糖糖

假设一位教授向两个班级发放彩虹糖。他想检验班级1中橙色彩虹糖的比例是否小于班级2中橙色
彩虹糖的比例。

记录的数据如下：

• 班级1共数了 740 颗彩虹糖，其中 139 颗是橙色的；
• 班级2共数了 741 颗彩虹糖，其中 150 颗是橙色的。

我们使用显著性水平 α = 0.05 进行检验。

步步步骤骤骤1：：：整整整理理理信信信息息息

重要的数值为

n1 = 740, r1 = 139, n2 = 741, r2 = 150, α = 0.05.

令 p1 表示班级1中橙色彩虹糖的真实比例，令 p2 表示班级2中的真实比例。归无假设表示两个比
例相等，而我们的怀疑是第一个比例更小：

H0 : p1 − p2 = 0, H1 : p1 − p2 < 0.

这是一个左尾检验。
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步步步骤骤骤2：：：计计计算算算P值值值

首先计算两个样本比例：

p̂1 = r1
n1

= 139
740 ≈ 0.188, p̂2 = r2

n2
= 150

741 ≈ 0.202.

因此，
q̂1 = 1 − p̂1 ≈ 0.812, q̂2 = 1 − p̂2 ≈ 0.798.

接下来检查正态近似条件：
n1p̂1 ≈ 740(0.188) = 139 > 5,

n1q̂1 ≈ 740(0.812) = 601 > 5,

n2p̂2 ≈ 741(0.202) = 150 > 5,

n2q̂2 ≈ 741(0.798) = 591 > 5.

四个值都大于 5，因此正态近似是合理的。现在可以利用这些信息计算 z 分数：

z = p̂1 − p̂2√
p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2

≈ 0.188 − 0.202√
(0.188)(0.812)

740 + (0.202)(0.798)
741

≈ −0.71.

由于这是左尾检验，P值可以直接从 z 表中读取：

P值 = P (P̂1 − P̂2 ≤ −0.0146) ≈ P (Z ≤ −0.71) ≈ 0.2389.

从几何上看，我们刚刚计算了左尾区域，其面积约占整个图形的 23.9%：

-3 -2 -1 0 1 2 3

z = −0.71

23.9%

Z ∼ N (0, 1)

按照构造，这个面积与根据归无假设建立的抽样分布中，样本数据 p̂1 − p̂2 左侧的面积相同。换
句话说，如果两个班级中橙色彩虹糖的真实比例确实相同，那么得到至少像本次结果一样，在
p̂1 < p̂2 方向上偏离这么远的差值，其概率约为 23.9%。

步步步骤骤骤3：：：将将将P值值值与与与α比比比较较较

比较得到：
0.2389 > 0.05.

因此，我们不拒绝 H0。

步步步骤骤骤4：：：给给给出出出解解解释释释

解解解释释释

在 5% 的显著性水平下，样本没有提供有说服力的证据，表明班级1中橙色彩虹糖的比例低于
班级2中的比例。
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6 假假假设设设检检检验验验总总总结结结

我们见过的所有假设检验都遵循相同的整体模式：

预期

归无假设

观测

检验统计量

怀疑

备择假设

可能性

计算P值

结论

与显著性水平
比较

到目前为止，我们已经学习了七种主要的假设检验：

1. 在 σ 已知时，检验单个总体均值 µ；

2. 在 σ 未知时，检验单个总体均值 µ；

3. 检验单个二项成功概率 p；

4. 对配对数据检验 µX − µY；

5. 在总体标准差已知时，对独立数据检验 µX − µY；

6. 在总体标准差未知时，对独立数据检验 µX − µY；

7. 对两个独立二项试验检验差 p1 − p2。

这些检验可以分为两大类：单个总体的检验，以及同时检验两个总体。在单个总体的情况下，下
列流程图整理了不同的检验。

单个
总体

连续

离散
（二项）

σ 已知

σ 未知

正态
近似

z = x̄ − µ0
σ/

√
n

t = x̄ − µ0
s/

√
n

z = p̂ − p0√
p0q0/n

当同时检验两个总体时，我们得到以下流程图：
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两个
总体

连续

离散
（二项）

配对
总体

独立，
σ1 和 σ2 已知

独立，
σ1 或 σ2 未知

独立二项
试验

t = d̄

sD/
√

n

z = x̄1 − x̄2√
σ2

1
n1

+ σ2
2

n2

t = x̄1 − x̄2√
s2

1
n1

+ s2
2

n2

z = p̂1 − p̂2√
p̂1q̂1
n1

+ p̂2q̂2
n2
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