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在本讲中，我们将结束关于直线的讨论，并进入一个新的主题：圆。今天我们先从基础开始，即
圆的定义及其几何性质。在这个过程中，我们还将介绍π、弧度、圆弧和扇形。在本讲的最后部
分，我们会把这些几何思想推广到三维空间，并简要介绍2-球面。
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1 圆圆圆的的的定定定义义义

假设二维欧几里得空间R2 中有两个点p1 和p2。由于R2 中的点需要用两个数来描述，我们可以写
成

p1 = (x1, y1) 以及 p2 = (x2, y2).

在第2讲中，我们看到，把这两个点画在平面上会形成一个直角三角形，其中水平方向和垂直方向
的变化如下图所示：

x

y

(x1, y1)

(x2, y2)

L

x2 − x1

y2 − y1

根据勾股定理，未知的距离L 可以通过取正平方根得到：

L =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

现在，假设我们想找出距离原点恰好为L 的所有点。根据前面的代数公式，我们令第一个点p1 =
(x1, y1) 等于(0, 0)。为了方便，把第二个点写成p2 = (x, y)。通过直接代入，距离公式化为：

L =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 化简−−→ L =
√

(x − 0)2 + (y − 0)2 =
√

x2 + y2.

将两边平方后可知，当点(x, y) 满足以下方程时，它到原点的距离就是L：

L2 = x2 + y2.

1.1 圆圆圆的的的方方方程程程

圆有一个特殊性质：圆上的每一个点到圆心的距离都相同。在讨论圆时，我们把圆周到圆心之间
的这个距离称为半径。假设我们固定这个距离，并把它记作r。根据刚才推导出的方程，有许多
点p = (x, y) 满足

r2 = x2 + y2.

圆就定义为所有这样的点的集合：
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x

y
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p2

p3

r

r

r

距离原点为r 的三个点p1, p2, p3。

x

y

r

半径为r 的圆。

以以以原原原点点点为为为圆圆圆心心心、、、半半半径径径为为为r 的的的圆圆圆

以原点为圆心、半径为r 的圆，是所有满足下列方程的点(x, y) 的集合：

x2 + y2 = r2.

1.2 圆圆圆盘盘盘

假设我们有一个半径为r 的圆，并考虑R2 中的一个点p = (x, y)。根据坐标x 和y 的取值，点p 只可
能出现以下三种情况：

1. 点p 恰好在圆上；

2. 点p 在圆的内部；

3. 点p 在圆的外部。

在上一节中我们看到，当x2 + y2 = r2 时，也就是说，当p 与(0, 0) 之间的距离恰好为r 时，点p 位
于圆上。当点p 比圆周更靠近原点时，它位于圆的内部；也就是说，p 与(0, 0) 之间的距离小于r。
类似地，当点p 比圆周距离原点更远时，它位于圆的外部。这三种情况可以用代数形式总结如下。

以以以原原原点点点为为为圆圆圆心心心的的的圆圆圆

设p = (x, y) 是R2 中的一点，C 是以原点为圆心、半径为r 的圆。

1. 如果p 在C 上，则x2 + y2 = r2

2. 如果p 在C 内部，则x2 + y2 < r2

3. 如果p 在C 外部，则x2 + y2 > r2

下图展示了这三种情况：
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利用这个观察，我们还可以考虑圆内部所包含的所有点组成的区域。这个区域称为圆盘，可以用
下面的不等式来描述。

以以以原原原点点点为为为中中中心心心、、、半半半径径径为为为r 的的的闭闭闭圆圆圆盘盘盘

以原点为中心、半径为r 的（闭）圆盘，是所有满足下列不等式的点(x, y) 的集合：

x2 + y2 ≤ r2.

简单来说，闭圆盘包括圆内部的所有点，也包括圆周本身。与圆不同，圆盘是一个二维区域，而
不是一条一维曲线：

x

y

r

半半半径径径为为为r 的的的圆圆圆：：：x2 + y2 = r2

x

y

< r

半半半径径径为为为r 的的的圆圆圆盘盘盘：：：x2 + y2 ≤ r2

我们可以把圆看作圆盘的边界，而圆盘则是圆内部整个填充起来的区域。

1.3 移移移动动动圆圆圆心心心

到目前为止，我们一直假设圆心位于原点(0, 0)。我们也可以通过寻找距离某一点(a, b) 固定距离的
所有点，来定义以其他点为圆心的圆。根据距离公式，可以考虑
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√
(x − a)2 + (y − b)2.

并要求这个距离等于r，从而得到下面的定义。

以以以某某某一一一点点点为为为圆圆圆心心心的的的圆圆圆

以点p = (a, b) 为圆心、半径为r 的圆，定义为所有满足下列方程的点(x, y) 的集合：

(x − a)2 + (y − b)2 = r2.

从几何上看，我们可以把以原点为圆心、半径为r 的圆移动到R2 中的一个新位置：

x

y

(a, b) r

a

b

特别地，点(a, b) 表示把圆在水平方向移动a 个单位，在竖直方向移动b 个单位。同样的思想也适
用于以(a, b) 为中心的圆盘。

2 圆圆圆的的的周周周长长长

现在我们来研究圆的一些基本几何性质。在R2 中移动一个圆不会改变它的大小，因此为了简化讨
论，我们假设所有圆都以原点为圆心。首先，我们来回答下面的问题：

一个圆有多长？

换句话说，如果把圆剪开并拉直，那么得到的线段有多长？

r

?

圆的长度，也就是类似于多边形周长的量，称为圆的周长。
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2.1 圆圆圆周周周长长长与与与π

有很多种方法可以推导圆的周长。我们先注意下面这个现象：

n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 8 n = 16

可以看到，正多边形的边数越多，它看起来就越像一个圆。因此原则上，我们可以通过计算圆内
接的各种多边形的周长来近似圆的周长：

n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 8 n = 16

如果不断增加多边形的边数，那么得到的周长应该会越来越接近圆的周长。为了方便，我们假
设r = 1

2，也就是说圆的直径恰好为1。计算不同边数的正多边形的周长后，我们得到：

边边边数数数 周周周长长长

3 2.59808
4 2.82843
5 2.93893
6 3.00000
7 3.03719
8 3.06147
16 3.12145
32 3.13655
64 3.14033
128 3.14128

...
...

如果继续这样做，就会发现这个数列最终趋近于某一个特定的数。有趣的是，这个数的小数部分
会无限延续。下面写出了小数点后的前50 位：

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510 . . .

事实上，这个数在圆的理论中出现得非常频繁，因此我们给它一个专门的符号：π。

一般来说，如果一个图形被等比例放大，那么它的周长也会按相同的比例放大。例如，如果一
个正方形的边长为3，然后把它放大到原来的两倍，那么每一条边都会乘以2，因此总周长也会乘
以2：
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3

3

周长= 3 + 3 + 3 + 3 = 12

大小变为两倍

6

6

周长 = 6 + 6 + 6 + 6
= 2(3 + 3 + 3 + 3) = 24

同样的思想也适用于圆的周长：如果把直径d 乘以某个数，那么圆的周长也会乘以同样的数。因
此，我们的问题可以得到下面的答案：

r

2πr

圆圆圆的的的周周周长长长

如果圆的直径为d，那么它的周长为：

C = πd = 2πr

2.2 角角角度度度

度数用于测量圆周上的角度。按照惯例，我们从正x 轴开始计数，并沿逆时针方向移动。下面列出
了一些常见的角度：
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15◦

30◦

45◦

60◦
75◦90◦

105◦

120◦

135◦

150◦

165◦

180◦

195◦

210◦

225◦

240◦

255◦
270◦ 285◦

300◦

315◦

330◦

345◦

0◦ = 360◦

一个自然的问题是：为什么一整圈是360 度，而不是例如100 度或者1000 度？实际上，使用360 的
约定在历史上与古巴比伦数学有关。古巴比伦人使用的是以60 为底的计数系统，而不是我们熟悉
的十进制。虽然这看起来很奇怪，但它有很实际的优点：60 有很多因数，因此很容易把它平均分
成2, 3, 4, 5 或6 份。对于完整的一圈，则恰好有360 = 60 × 6。

2.3 用用用角角角度度度表表表示示示弧弧弧长长长

我们知道，360◦ 表示完整的一圈。如果取小于360◦ 的角度，就可以考虑圆周的一部分。例如：

60◦ 100◦ 240◦

320◦

这些角度在圆周上截出一部分，这一部分称为圆弧，在上图中用红色表示。利用完整圆的周长
为2πr 这一事实，我们可以通过计算角度θ 占完整360 度的多少来求出这些圆弧的长度。

例如，60 度是360 度的1
6，因此与60 度对应的弧长就是整个圆周长度的1

6，即
1
6 · 2πr。一般来说，

弧长公式如下：

半半半径径径为为为r 的的的圆圆圆上上上的的的弧弧弧长长长

如果角度θ 用度数表示，则

弧长 = θ

360 × 2πr.

简单来说，弧长公式就是把圆的总周长按比例取出其中的一部分。对于上面的例子，利用弧长公
式可以得到：
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• 当θ = 100◦ 时，弧长为100
360 · 2πr = 5

9πr；

• 当θ = 240◦ 时，弧长为240
360 · 2πr = 4

3πr；

• 当θ = 320◦ 时，弧长为320
360 · 2πr = 16

9 πr。

2.4 弧弧弧度度度

使用度数时，我们根据一个方便的历史约定把圆分成360 份。现在我们介绍另一种测量角度的方
法，这种方法直接建立在圆本身的几何性质之上。

首先考虑单位圆。我们知道它的周长为2π，大约等于6.28。反过来看，单位圆半圈对应的弧长就
是2π 的一半，也就是π。那么，在圆周上的某个位置，一定存在一个角度θ，使得它所对应的弧长
恰好等于1：

1

1

θ

通过对弧长公式进行简单的代数运算，我们可以求出这个角度θ：

1 = θ

360 × 2π = θ

180π =⇒ θ = 180
π

,

因此大约有θ ≈ 57.3 度。这个特殊的角度θ 被称为一个弧度。一般来说，它可以描述如下。

角角角度度度与与与弧弧弧度度度

对于半径为r 的圆，如果一个角所对应的弧长恰好等于r，那么这个角就是一个弧度。度数转
换为弧度的公式为：

弧度 = π

180 ×角度.

利用这个转换公式，我们可以看出，一整圈包含2π 弧度。这把完整的一次旋转与旋转过程中得到
的弧长直接联系起来。上一节中的图也可以用弧度表示如下：
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π

12

π

6

π

4

π

3

5π

12

π

2
7π

122π

33π

4
5π

6
11π

12

π

13π

12
7π

6
5π

4 4π

3 17π

12
3π

2

19π

12

5π

3

7π

4

11π

6

23π

12

0 = 2π

3 圆圆圆的的的面面面积积积

接下来，我们研究圆的另一个基本量：面积。这里存在一点语言上的含糊之处，因为“面积”严格
来说是二维图形所具有的性质。因此，从严格意义上说，当我们说“这个圆的面积等于7”时，我们
真正的意思是“这个圆所围成的圆盘的面积等于7”。在理解了这一点之后，我们下面会直接使用通
常的说法，即“圆的面积”。

3.1 面面面积积积的的的推推推导导导

求圆面积的方法同样有很多种。或许最直接的方法，是使用与求圆周长类似的思路：在圆内画出
边数越来越多的多边形，然后计算这些多边形各自的面积。这些面积应该会逐渐趋近圆的面积，
就像多边形的周长逐渐趋近圆周长一样。

不过，我们这里采用另一种方法。为了方便说明，假设圆的半径为r。我们的关键观察如下：
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用语言来描述：当我们把圆分成多个大小相等的扇形时，把这些扇形重新排列后，单个扇形越
细，整体形状就越接近一个长方形。粗略地说，这些小的“切片”会越来越平，看起来越来越像三
角形。如果不断把它们分得更细，那么重新排列后的扇形最终会越来越接近一个完美的长方形：

许多细小的扇形

约为πr

约为r

这个长方形的高度会趋近于半径r，如上图中的绿色线段所示。所有红色圆弧加起来正好构成圆周
的一半。由于圆的总周长是2πr，因此一半就是πr。利用长方形面积的标准公式，我们得到熟悉的
公式：

圆圆圆的的的面面面积积积

半径为r 的圆所围成的面积为：

A = πr2.

3.2 圆圆圆的的的一一一部部部分分分的的的面面面积积积

现在假设我们有一些由不同的θ 值决定的扇形，其中θ 用弧度表示。与第2.3节的思想类似，我们可
以通过比较θ 与完整圆周角2π 的比例来计算这些较小扇形的面积。考虑下图：

θ = π

2

A = πr2

4

θ = π

A = πr2

2

θ = 3π

2

A = 3πr2

4

θ = 2π

A = πr2

这里的一般规律是求出θ 与2π 的比值。把这个比值乘以整个圆的面积，就得到较小扇形的面积。
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扇扇扇形形形的的的面面面积积积

对于半径为r、角度为θ 的扇形，如果θ 用弧度表示，则

A = θr2

2 .

4 球球球面面面

圆的定义完全来自R2 中距离的概念。简单来说，我们把圆定义为与原点保持固定距离的所有点的
集合。回忆第2讲，如果改为在三维空间中工作，那么两个点p1 和p2 需要用三个数来描述：

p1 = (x1, y1, z1), 以及 p2 = (x2, y2, z2).

两点之间的距离就是三维空间中连接它们的线段长度：

x

y

z

p1

p2

x1
x2

y1

y2
z1

z2

L

正如我们在第2讲中看到的，对勾股定理应用两次，就可以求出距离L：

距离(p1, p2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

4.1 2-球球球面面面

圆被定义为二维空间中所有距离原点固定距离r 的点的集合。我们可以直接推广这个定义：在三维
空间中，把所有距离原点固定距离的点组成的集合看作一种“高维的圆”。从代数上说，这些点应
当满足：

x2 + y2 + z2 = r2,

这个方程与普通圆的定义方程非常相似。
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从几何上看，这个空间是什么样子的呢？我们可以先考察R3 中三个最常见的二维截面：xy 平
面、yz 平面和xz 平面。在每一个平面中，我们有意把x, y, z 中的一个设为零，从而实际上忽略一
个维度。例如，xy 平面由方程z = 0 定义。如果把z = 0 代入上面的公式，就会重新得到半径为r
的圆：

x2 + y2 + 02 = r2 =⇒ x2 + y2 = r2.

从几何上说，这意味着球面在xy 平面上的截面是一个半径为r 的圆。事实上，在这三个平面中都
会出现同样的情况：

x y

z

xy 平面内半径为r 的圆

x y

z

yz 平面内半径为r 的圆

x y

z

xz 平面内半径为r 的圆

上面的图只是整个二维图形的“一维截面”。一般来说，我们还必须包括所有其他满足方程的点。
最终得到：

x
y

z

这个空间称为2-球面，更常见的叫法就是球面。
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2-球球球面面面

以原点为中心、半径为r 的球面，由所有满足

x2 + y2 + z2 = r2

的点(x, y, z) 组成。

4.2 在在在球球球面面面上上上定定定位位位

圆是一个一维对象，这意味着我们只需要一个数就能确定圆上的位置——事实上，这个数就是θ。
相比之下，球面是一个二维对象，因此我们需要两个数来描述球面上的点。实现这一点的方法有
很多，我们这里只简单介绍其中一种。考虑下图：

θ

ϕ P

这里我们考虑球面上的两个圆：一个位于赤道上，另一个穿过北极。我们可以想象这样确定一个
点的位置：首先从北极向下移动一个角度ϕ，然后绕球面旋转一个角度θ。为了完整起见，这两个
角度有专门的名称：

• 角度ϕ 称为极角，因为它表示一个点从北极方向向下旋转了多少。

• 角度θ 称为方位角；这个术语来源于阿拉伯天文学。

这样，我们就可以用两个数(θ, ϕ) 来描述半径为r 的2-球面上的一个点。角度θ 告诉我们绕球面旋
转了多少，而ϕ 告诉我们从北极向下移动了多少。

4.3 纬纬纬度度度和和和经经经度度度

粗略地说，地球可以用一个球面来建模。我们在地图上熟悉的纬线和经线，对应于球面上的曲
线：

• 纬线固定ϕ 的值，让θ 自由变化，因此形成位于不同高度的水平圆；

• 经线固定θ 的值，让ϕ 自由变化，因此形成从一个极点到另一个极点的半圆。

下图画出了通过北极和南极的完整圆。它们共同在球面上形成了一套弯曲的坐标网格：
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纬线 经线 纬线和经线组成的网格
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