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在第6讲中，我们学习了圆的几何。特别地，我们看到圆上的一个点可以用角度θ 来描述，而弧度
为我们提供了一种自然的角度度量方式。在本讲中，我们将使用完全相同的图形来定义两个重要
函数：正弦和余弦。

我们首先让一个点沿单位圆运动，并记录它的水平坐标和垂直坐标。接着，我们将学习正弦和余
弦所满足的一些恒等式。在本讲的后半部分，我们将使用同样的几何图形来引入极坐标。
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1 正正正弦弦弦与与与余余余弦弦弦

1.1 回回回顾顾顾：：：圆圆圆

回顾第6讲，以原点为圆心、半径为r 的圆，是所有满足方程x2 + y2 = r2 的点(x, y) 的集合。正如
上一讲所看到的，这个方程其实就是距离公式的另一种形式。因此，按照定义，圆上的每一个点
与原点的距离都恰好为r。由于圆是一维对象，我们只需要一个数就可以描述它上面的点。最简单
的方法是使用θ，它表示径向线段与正x 轴之间的角度：

x

y

(x, y)

θ

r

按照约定，这些角度从正x 轴开始逆时针测量。我们还将统一使用弧度，也就是说，绕圆完整旋
转一周的总角度为2π。按照这一约定，90◦、180◦ 或270◦ 等熟悉的角度，都可以写成2π 的适当比
例：

0 = 2π

π
2

π

3π
2

1.2 正正正弦弦弦与与与余余余弦弦弦的的的定定定义义义

现在考虑半径为1 的圆，也就是所谓的“单位圆”。由于这个圆位于R2 中，因此任意角度θ 都可以
通过向两个坐标轴投影来确定一对直角坐标(x, y)：
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x

y

(x, y)

x

y

θ
1

现在假设我们取一个从θ = 0 开始的点，并缓慢增大θ 的值，使这个点沿圆周完整旋转一周。随着
这一过程进行，点首先会上升，并在θ = π

2 时到达最高点，然后开始沿圆的另一侧下降。它继续下
降，并在θ = π 时第二次穿过x 轴，然后继续运动，在θ = 3π

2 时到达最低点。之后，点又开始沿圆
周上升，并在θ = 2π 时回到最初的起点。

如果我们记录这个点沿圆周运动时的准确高度，就会得到下面的图像：

θ

y

0 π
2

π 3π
2

2π

正弦

类似地，如果我们记录这个点沿圆周运动时的水平方向位置，那么：

• 当θ = 0 时，点的水平坐标从1 开始。这是因为我们使用的是单位圆，因此它的起点就是(1, 0)。
• 随着θ 增大并且点开始沿圆周移动，它的水平位移会越来越小。当它在θ = π

2 时经过圆的最高
点，点恰好位于y 轴上，因此坐标为(0, 1)，也就是说，它的水平位移恰好为0。

• 继续增大θ 后，点会在x 方向上开始远离 0。当点沿圆的另一侧向下移动时，它会在θ = π 时穿
过x 轴。此时点的坐标为(−1, 0)。

• 继续运动后，点会进入圆的下半部分。在θ = 3π
2 时，它会穿过y 轴，并再次具有零水平位移，

也就是坐标(0, −1)。
• 最后，当θ = 2π 时，点会回到起点(1, 0)。

从图像上看，如果把水平位移画成θ 的函数，就得到：

3



单位圆

θ

x

0 π
2

π 3π
2

2π

余弦

这两条波形分别定义了正弦函数和余弦函数。

1.3 理理理解解解正正正弦弦弦与与与余余余弦弦弦

按照定义，正弦和余弦就是一个点绕单位圆旋转时的垂直坐标和水平坐标。因此，在任意时刻，
点的x 分量和y 分量分别由cos θ 和sin θ 给出：

x

y

(cos θ, sin θ)

cos θ

sin θ

θ
1

一般来说，我们常常把正弦和余弦，或者更广泛地说三角学，看作对三角形的研究。如下图所
示，通过把圆上的点投影到两个坐标轴上，我们总是可以构造一个直角三角形：
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x

y

(cos θ, sin θ)

cos θ

sin θ

θ
1

θ

1

cos θ

sin θ

正正正弦弦弦与与与余余余弦弦弦

单位圆上与角度θ 对应的点，其坐标为(cos(θ), sin(θ))。因此，cos(θ) 表示水平位置，而sin(θ)
表示垂直位置。

作为第一个例子，假设我们把一个点旋转θ = π
4，也就是45 度。在这种情况下，我们构造出的三角

形有两条边长度相等：

π
4

a

a
1

π
4

a

a
1

勾股定理告诉我们：

12 = a2 + a2 =⇒ 1 = 2a2

因此a2 = 1
2。由于a > 0，所以

a = 1√
2

=
√

2
2 .

由于这两条边正好就是正弦分量和余弦分量，因此我们得到

sin
(

π

4

)
= cos

(
π

4

)
=

√
2

2 .
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假设单位圆上与角度θ 对应的点坐标为(x, y)。我们定义水平坐标为cos(θ)，垂直坐标为sin(θ)。换
句话说，

(x, y) = (cos(θ), sin(θ)).

2 三三三角角角恒恒恒等等等式式式

正弦和余弦来自同一个几何图形，因此这两个函数之间存在许多不同的关系。下面列出一些有用
的恒等式。

一一一些些些三三三角角角恒恒恒等等等式式式

sin(θ + 2π) = sin(θ), cos(θ + 2π) = cos(θ),

sin(−θ) = − sin(θ), cos(−θ) = cos(θ),

sin2(θ) + cos2(θ) = 1,

sin(θ + φ) = sin(θ) cos(φ) + cos(θ) sin(φ),

cos(θ + φ) = cos(θ) cos(φ) − sin(θ) sin(φ),

sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ), cos(2θ) = cos2(θ) − sin2(θ).

下面我们将利用圆的几何，一个一个地理解这些恒等式。

2.1 周周周期期期性性性

假设我们从θ = 0 开始。当我们让点沿圆完整旋转一周时，角度增加了2π，然后点回到起始位置。
如果在此之后继续增加角度，那么我们只是在第二次重复同样的圆周运动。这意味着，θ 和θ + 2π
所对应的所有坐标都完全相同。从图像上看，这意味着正弦波和余弦波会再次重复：

θ

y

π 2π 3π 4π

θ

x

π 2π 3π 4π

从代数上看，这解释了为什么sin(θ + 2π) = sin(θ) 以及cos(θ + 2π) = cos(θ)。像这样函数值会重复
出现的函数称为周期函数。正弦和余弦都是周期函数，其周期均为2π。
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2.2 奇奇奇函函函数数数与与与偶偶偶函函函数数数

如果函数f : R → R 满足f(x) = f(−x)，那么称f 为偶函数；如果满足−f(x) = f(−x)，那么称f
为奇函数。从图像上看，偶函数关于y 轴对称，而奇函数同时关于x 轴和y 轴翻转，也就是说，它
们具有一种旋转对称性。正弦和余弦的图像恰好具有这些对称性：

θ

y

−2π −π π 2π

θ

x

−2π −π π 2π

这可以直接从单位圆的几何看出来。为了理解负角度，我们可以想象让点沿圆周反方向旋转。事
实上，与两个角度θ 和−θ 对应的点，其水平坐标始终完全相同，而垂直坐标的符号相反：

x

y

θ

−θ

因此，cos(−θ) = cos(θ)，所以余弦是偶函数。另一方面，sin(−θ) = − sin(θ)，所以正弦是奇函
数。

2.3 勾勾勾股股股恒恒恒等等等式式式

对于单位圆上的任意一点，我们都可以把它垂直投影到x 轴上。这样会形成一个直角三角形，它的
斜边为1，水平边的带符号长度为cos(θ)，垂直边的带符号长度为sin(θ)：
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θ

1

cos(θ)

sin(θ)

对这个三角形应用勾股定理，可以立即得到：

sin2(θ) + cos2(θ) = 1.

同样的表示方法也适用于半径为r的圆。在这种情况下，对应三角形的两条边为r cos(θ)和r sin(θ)，
因此勾股定理告诉我们：

r2 cos2(θ) + r2 sin2(θ) = r2.

为了进一步说明这一点，我们来看一个例子。假设有如下直角三角形：

π
4

4
L

也就是说，斜边长度为4，其中一个内角为π
4。我们可以使用r sin(θ) 来计算L 的长度，因此

L = 4 sin
(

π

4

)
= 4 ·

√
2

2 = 2
√

2.

2.4 加加加法法法公公公式式式

现在我们来看包含sin(θ + φ) 和cos(θ + φ) 的两个恒等式。这两个恒等式的推导稍微复杂一些，我
们将从几何角度来理解它们。首先注意，这两个表达式分别对应下图中的长度：
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θ + φ

1

cos(θ + φ)

sin(θ + φ)

现在我们来寻找一种巧妙的方法描述cos(θ + φ) 和sin(θ + φ) 这两个长度。首先要弄清楚“θ + φ”究
竟意味着什么。单位圆上的每一个点都可以描述为从x 轴出发，按照某个角度逆时针旋转得到。
如果把两个角度θ 和φ 相加，那么这意味着先旋转θ，然后再旋转φ。我们现在把旋转θ + φ 分成一
个θ 部分和一个φ 部分，并构造三个重要的三角形：

θ

φ

1

下面我们描述这三个三角形各自的尺寸。先从绿色三角形开始。首先，它的斜边等于1（因为我们
使用的是单位圆）。它的内角等于φ，因此另外两条边分别为cos(φ) 和sin(φ)：

φ

1

cos(φ)

sin(φ)

接下来考虑蓝色三角形。在这种情况下，它的斜边与绿色三角形相连，因此其长度为cos(φ)。
蓝色三角形的内角等于θ，所以根据三角学，蓝色三角形另外两条边的长度分别为cos(φ) cos(θ)
和cos(φ) sin(θ)：
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θ

cos(φ)

cos(φ) cos(θ)

cos(φ) sin(θ)

最后考虑紫色三角形。它的斜边直接与绿色三角形相连，因此其长度等于sin(φ)。此外，绿色边位
于一个直角三角形中，所以经过一些基本的角度计算1，可以得到紫色三角形中我们关注的角度等
于θ。因此，紫色三角形另外两条边的长度分别为sin(φ) sin(θ) 和sin(φ) cos(θ)：

θ

sin(φ)

sin(φ) sin(θ)

sin(φ) cos(θ)

现在我们把三个三角形重新组合起来，并与原来的图进行比较：

θ + φ

1

cos(θ + φ)

sin(θ + φ)

θ

φ

1

cos(φ
)

sin(φ)

cos(φ) cos(θ)

co
s(

φ
)s

in
(θ

)

sin(φ) sin(θ)

si
n(

φ
)

co
s(

θ
)

直接比较可以看出，红色三角形的高度等于两个较小的垂直长度之和。用公式表示，我们得到第
一个恒等式：

sin(θ + φ) = sin(θ) cos(φ) + cos(θ) sin(φ).
1任意三角形的内角和等于π 弧度，而一条直线上的角度和也等于π。利用蓝色三角形的内角和可以求出缺少的角

度，而这个角度同样出现在紫色三角形对应的顶点处。
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对于另一个恒等式，我们注意到，蓝色三角形的水平边长度等于cos(θ + φ) 与小紫色三角形的边长
之和。用公式表示：

cos(θ) cos(φ) = cos(θ + φ) + sin(θ) sin(φ),

整理后得到：

cos(θ + φ) = cos(θ) cos(φ) − sin(θ) sin(φ).

至于恒等式

sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ), 以及 cos(2θ) = cos2(θ) − sin2(θ),

我们只需令φ = θ，然后化简即可。

3 极极极坐坐坐标标标

3.1 二二二维维维空空空间间间中中中点点点的的的描描描述述述

考虑R2 中的一个点。通常，我们相对于原点来描述一个点。在使用直角坐标时，我们使用点的x
分量和y 分量：先规定水平方向和垂直方向，然后坐标对(x, y) 告诉我们应当如何从原点移动到这
个点。

然而，从原则上说，这并不是描述一个给定点的唯一方式。在第5讲中，我们看到可以进行坐标变
换（这些变换由2 × 2 矩阵表示），从而在R2 中产生其他网格。现在我们要介绍一种完全不同的方
法：极坐标。考虑下图。

x

y

(x, y)

x

y

r

θ

(r, θ)

在这张图中，我们画了两个R2 的副本，并把同一个点画了两次。在左侧，我们用直角坐标描述这
个点：p = (x, y)。在右侧，我们用一个半径和一个角度来描述这个点：p = (r, θ)。可以把后一种
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方法理解为另一种移动指令：为了在R2 中找到p，我们先从原点沿正x 轴移动距离r，然后绕原点
旋转，直到到达p。

极极极坐坐坐标标标

平面上的一个点可以用数对(r, θ) 表示，其中r 是它到原点的距离，θ 是从正x 轴开始测量的
角度。

事实上，我们可以对R2 中的任意一点这样做，因为每个点p 都有一个到原点的距离，因此它位于
某个半径为r 的圆上。用稍微诗意一点的说法，我们可以把R2 看成一个半径无限大的圆盘。

在上图中，圆和射线形成了一种非线性网格：它们分别是θ 保持不变的射线，或r 保持不变的圆。
如果固定r 并改变θ，点就会沿圆周运动：

x

y

x

y

x

y

相同的r，不同的θ

另一方面，如果固定θ 并改变r，点就会沿一条射线向原点靠近或远离原点：

x

y

x

y

x

y

相同的θ，不同的r

3.2 转转转换换换为为为直直直角角角坐坐坐标标标

假设点p 的极坐标为(r, θ)。由于p 位于二维空间中的一个圆上，我们可以把它投影到x 轴，从而得
到与之前完全相同的直角三角形，只不过现在斜边长度为r 而不是1：
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x

y

θ

r

r cos(θ)

r sin(θ)

(r, θ)

因此，根据第2.3节，点p 可以用直角坐标表示为x = r cos(θ) 和y = r sin(θ)。距离公式还给
出r2 = x2 + y2。

极极极坐坐坐标标标与与与直直直角角角坐坐坐标标标

对于用极坐标表示的点p = (r, θ)，我们可以使用

x = r cos(θ), y = r sin(θ)

把它转换为直角坐标(x, y)。

为了说明这有多么有用，考虑下面这个故意写得不太好看的方程：

x4 + 2x2y2 + y4 = 16.

我们可以把方程左边因式分解为(x2 + y2)2 = 16。由于x2 + y2 = r2，这就变成r4 = 16。因为r 是
距离，所以r 非负。因此，我们得到简单得多的方程r = 2。
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