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在前八讲中，我们学习了实数轴、直线、向量、圆以及三角函数。现在，我们将学习另一类重要
的函数，即所谓的指数函数。我们首先复习指数的运算法则，并将自然数指数的熟悉法则推广到
整数指数，再推广到有理数指数，甚至无理数指数。接下来，我们将研究指数函数的图像，了解
它们如何描述增长和衰减，以及如何利用它们建立复利等过程的数学模型。最后，我们将利用复
利公式引入一个非常特殊的数，称为 e。正如我们将在第10讲中看到的，这个数具有一些令人惊讶
的性质，为我们即将学习的微积分提供了线索。
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1 指指指数数数的的的运运运算算算法法法则则则

1.1 乘乘乘法法法与与与乘乘乘方方方

回顾一下，乘以一个自然数实际上就是重复加法的一种简写方式。例如，如果我们将一个数 a 反
复相加，共加 n 次，那么结果就是：

na = a + a + · · · + a︸ ︷︷ ︸
n 次

.

类似地，我们也可以将一个数 a 反复与自身相乘，得到：

an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 次

.

这里，数 a 通常称为底数，而数 n 称为指数。正如乘法可以理解为重复加法一样，我们也可以将
乘方理解为重复乘法。

现在，我们将介绍几条法则，它们可以帮助我们处理包含指数的代数表达式。以下是基本指数法
则的总结。

指指指数数数法法法则则则

对于正整数 m, n 和非零实数 a, b，有

aman = am+n,
am

an
= am−n,

(am)n = amn, (ab)n = anbn.

需要注意的是，一旦定义了零指数和负指数，所有这些法则都可以直接从指数的定义推导出来。
例如，要推导第一条法则 aman = am+n，我们只需写出 am 和 an 的定义，然后将它们相乘：

aman = (a · · · a)︸ ︷︷ ︸
m 次

(a · · · a)︸ ︷︷ ︸
n 次

= a · · · a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
(m+n) 次

= am+n.

其他法则也可以用类似的方法推导出来。尝试自己找出推导过程，是一个很好的练习。

1.2 零零零指指指数数数与与与负负负指指指数数数

乍一看，表达式 a0 可能有些令人困惑：一个数与自身相乘零次究竟是什么意思？为了弄清楚这一
点，我们可以使用法则 am−n = am

an。如果令 m = n，就得到：

a0 = am−m = am

am

这个分数的分子和分母相同，因此可以约去，得到 a0 = 1。

利用类似的思路，我们也可以尝试理解负指数。例如，考虑 a−1。我们希望这个数是 a 的乘法逆
元，因此它与 a 相乘应该得到 1。于是：

1 = a · a−1 =⇒ a−1 = 1
a
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更一般地，我们还可以推导出其他负整数指数的法则：

1 = a · a−1 =⇒ 1m = (a · a−1)m =⇒ 1 = am · (a−1)m =⇒ 1
am

= a−m

零零零指指指数数数与与与负负负指指指数数数

对于任意非零实数 a 和正整数 m，

a0 = 1, a−1 = 1
a

, a−m = 1
am

.

利用这些法则，我们可以化简一些看起来相当复杂的表达式。例如，考虑：

25 · 2−3

24 .

我们可以逐步应用指数法则来化简。化简的方法可能有很多种，下面是其中一种：

25 · 2−3

24 = 25

24 · 23 = 25

27 = 2−2 = 1
4

使用 a−m = 1
am

使用 aman = am+n

使用 am

an = am−n

其他化简的例子包括：
(32)4

35 = 38

35 = 38−5 = 33 = 27,

(
2a3

b2

)2

= 22a6

b4 = 4a6

b4 .

请注意，在最后一个表达式中，我们假设 b ̸= 0，否则就会出现除以零的情况。

1.3 变变变量量量的的的指指指数数数

在第1讲中，我们曾简要讨论过 x 或 y 这样的变量，它们可以作为数字的占位符。由于我们的指数
法则适用于目前讨论过的数，因此只要表达式有定义，我们就可以对变量使用完全相同的法则。
例如，我们可以处理这样的表达式：

x5y−2

x−3y4

应用前面介绍的法则，可以得到：

x5y−2

x−3y4 = x5−(−3)y−2−4 = x8y−6 = x8

y6 ,

使用 am

an = am−n

计算
指数

使用 a−m = 1
am
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这里我们假设 x, y ≠ 0。这个额外的假设是完全必要的，因为如果 x 或 y 等于零，原来的表达式
就会涉及除以零，因此没有定义。

1.4 有有有理理理数数数指指指数数数

我们还可以将指数法则推广到有理数指数。例如，假设 x, y > 0，我们可以进行以下计算：

x
3
2 y− 1

3

x− 1
2 y

2
3

= x
3
2 −(− 1

2 )y− 1
3 − 2

3 = x2y−1 = x2

y
.

类似地，
(2x

1
2 y

2
3 )3

4x− 1
2 y

= 8x
3
2 y2

4x− 1
2 y

= 2x2y.

根据指数法则，对于任意非负数 a，我们应该有：

(a1/2)2 = a(1/2)·2 = a,

这意味着 a1/2 应该是一个平方等于 a 的数。换句话说，a
1
2 应该等于平方根

√
a。当 a ≥ 0 时，我

们将 a1/2 定义为 a 的非负平方根：
a1/2 =

√
a.

按照完全相同的思路，a1/3 是一个立方等于 a的数，因此 a1/3 = 3
√

a。我们可以将其一般化如下。

有有有理理理数数数指指指数数数

对于 a > 0、正整数 n 和整数 m，我们定义

a1/n = n
√

a, am/n = n
√

am = ( n
√

a)m.

按照这种理解，我们可以将平方根或立方根等根式看作指数表达式，并对它们应用之前讨论的相
同法则。因此，我们可以轻松地处理包含根式的表达式。作为第一个例子，考虑

√
12x2y3。假设

x, y > 0，我们可以将根号内的表达式分解成一个完全平方的部分和剩余的部分：

√
12x2y3 =

√
4x2y2 · 3y =

√
4x2y2

√
3y = 2xy

√
3y.

分解出一个能够
开平方的部分

使用
√

ab =
√

a
√

b 使用
√

a2 = a

1.5 无无无理理理数数数指指指数数数

现在，我们将进一步扩展之前的想法，考虑以无理数为指数的情况。为了说明这个想法，我们将
回答以下问题：

2π 是什么？
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乍一看，这似乎很荒谬。我们知道，23 表示将 2与自身相乘3次，而 24 表示将 2与自身相乘4次。
那么，将 2 与自身相乘 π 次是什么意思呢？我们不必进行太多哲学上的讨论，只需承认这种解释
并不正确。相反，我们将采用一种完全不同的方法来构造 2π。

首先回顾一下，π 是一个无理数，它具有无限不循环的小数展开 π = 3.1415...。这个表达式中的每
一位数字都是有理数：

π = 3.1415 . . .

= 3 + 0.1 + 0.04 + 0.001 + 0.0005 + · · ·

= 3 + 1
10 + 4

100 + 1
1000 + 5

10000 + · · · .

由于这些小数部分都是有理数，因此我们已经知道将 2 提升到这些指数次方是什么意思。所以，
我们可以通过构造越来越精确的近似值，逐渐接近所需的数 2π：

23 = 8,

23.1 = 23 · 2
1

10 ≈ 8.57419,

23.14 = 23 · 2
1

10 · 2
4

100 ≈ 8.81524,

23.141 = 23 · 2
1

10 · 2
4

100 · 2
1

1000 ≈ 8.82135.

粗略地说，如果我们继续这个过程，就会不断乘上以越来越小的数为指数的 2 的幂。随着我们进
一步考虑 π 的小数位，这些小数部分会越来越接近 0，这意味着 2a 会越来越接近 1。因此，当我
们将这些因子加入近似计算时，它们对结果的影响会越来越小。在这种情况下，我们的近似值会
逐渐趋近于一个特定的数。这个数大约是：

2π ≈ 8.8249778

实际上，这个值是很合理的：因为 3 < π < 4，所以 2π 的值位于 23 = 8 和 24 = 16 之间。

这种通过有理数逐渐逼近无理数指数的方法，被称为一种极限思想。我们将在第13讲中详细研究
这个概念。

1.6 指指指数数数函函函数数数的的的图图图像像像

在前面的几个小节中，我们已经说明，指数可以定义在自然数、整数、有理数，甚至无理数上。
因此，如果对于 R 中的任意数 a，我们都能够理解 2a 的含义，那么就可以有意义地定义一个真正
的函数：

f : R → R 其中 f(x) = 2x.

这个函数接受任意实数作为输入，然后计算 2 的该数次方。例如，

f(3) = 23 = 8, f

(1
4

)
= 2

1
4 = 4√2 以及 f(−2) = 2−2 = 1

4 .

这个函数的图像如下所示。
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−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

2
4
6
8

10
12
14
16

y = 2x

x

y

正如你所看到的，图像表现出两个主要特征。首先，在左侧，图像越来越接近零。这是因为指数
变得越来越负时，所得到的数会越来越小：

如果 m < n，那么 2−n = 1
2n

<
1

2m
= 2−m.

然而，图像永远不会真正达到零，否则就意味着 2−n = 0，这是不可能的。1 另一方面，随着指数
不断增大，图像右侧的值可以变得任意大，因为每当指数从 n 增加到 n + 1，即从 2n 变为 2n+1

时，图像的高度都会翻倍。

一般来说，如果 b > 0，我们可以定义一个指数函数 y = bx。下面的图像展示了实数 x 对应的几个
例子：

−3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

12

x

y
3x

2x

1.5x

1.25x

1x

所有这些图像都在 y = 1 的位置与 y 轴相交，因为对于任意正底数 b，都有 b0 = 1。
1具体来说，如果 2−n = 0，那么 1

2n = 0。将等式两边同时乘以 2n，得到：

2n · 1
2n

= 2n · 0 ⇒ 1 = 0,

这显然是不可能的。
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现在考虑一个小于 1 的底数 b，例如 b = 1
2。此时，指数函数的形式为：

f(x) =
(1

2

)x

,

这意味着每当 x 增加 1，函数的输出就除以 2。因此，随着 x 增大，输出会不断减小。根据指数
法则 (1

2

)x

= 2−x,

我们可以看出，y =
(

1
2

)x
的图像就是将 y = 2x 的图像关于 y 轴对称得到的：

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

2

4

6

8

10
2x2−x

x

y

指指指数数数增增增长长长与与与指指指数数数衰衰衰减减减

对于正底数 b，函数 y = bx 具有以下性质：

• 如果 b > 1，那么 y = bx 表示指数增长；

• 如果 0 < b < 1，那么 y = bx 表示指数衰减；

• 如果 b = 1，那么 y = 1 是一个常数函数。

1.7 更更更多多多例例例子子子

现在，我们回到一些稍微复杂的指数运算。首先，考虑如何化简包含不同底数的多个指数表达
式。例如，假设我们有：

22x4x.

为了化简这个表达式，我们首先注意到 4 恰好等于 22。因此，可以先用 22 代替 4，然后使用指数
法则来简化整个表达式：

22x4x = 22x(22)x = 22x22x = 24x = (24)x = 16x.

类似地，底数 3 和 9 也有联系，因为 9 = 32。因此：

3x29x = 3x2(32)x = 3x2+2x = 3x(x+2).

这里的基本策略仍然是先尝试将所有项改写成具有相同底数的形式，然后再利用熟悉的指数法则
进行化简。
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接下来，我们考虑这样的表达式：
3sin2(θ) · 3cos2(θ).

为了化简它，我们可以使用第7讲学过的三角函数勾股恒等式：

3sin2(θ) · 3cos2(θ) = 3sin2(θ)+cos2(θ) = 31 = 3.

再看另一个例子。这次我们使用恒等式 1 + tan2(θ) = sec2(θ) 进行化简：2

31+tan2(θ)

3sec2(θ)−1 = 31+tan2(θ)−(sec2(θ)−1)

= 31+tan2(θ)−tan2(θ) = 3.

原则上，我们可以将这种思路与前面的方法结合起来，化简一些看起来非常复杂的表达式，例
如：

22 sin2(θ) · 4cos2(θ) = 22 sin2(θ) · 22 cos2(θ)

= 22(sin2(θ)+cos2(θ)) = 22 = 4.

2 数数数 e 的的的定定定义义义

到目前为止，我们一直在研究指数的一般概念。现在，我们将介绍一个非常特殊的数，它不仅广
泛应用于数学，也应用于数学之外的许多领域。为了找到这个特殊的数，我们首先需要稍微绕个
弯，了解一些金融学的基本知识。

现在，我们将介绍一个在研究指数增长时自然出现的数。有趣的是，这个数也将成为微积分中的
核心对象之一。为了找到它，我们将考虑一个非常熟悉的增长应用：货币所产生的利息。

2.1 单单单利利利与与与复复复利利利

假设我们在银行存入初始金额 P，银行按年利率 r 支付利息。在最简单的模型中，利息始终根据
最初存入的金额计算。例如，如果我们以 10% 的年利率投资 1000 美元，那么银行每年将支付 100
美元的利息。这意味着我们的资金每年都会增加相同的金额。因此，经过 t 年后，总金额为

A = 1000 + 100t = 1000(1 + 0.1t).

更一般地，我们得到熟悉的单利公式。

单单单利利利

如果 P 是初始投资金额，r 是以小数形式表示的利率，t 是以年为单位的时间，那么按照单利
计算得到的累计金额 A 可以使用以下公式计算：

A = P (1 + rt).

例如，初始投资 1000 美元，采用 10% 的单利利率，那么五年后的金额为

A = 1000(1 + 0.1 · 5) = 1000(1.5) = 1500.

2请注意，最后的三角函数表达式只有在 tan(θ) 和 sec(θ) 有定义时才有意义。也就是说，整个计算仅在 θ 不是 π
2 的

奇数倍时成立。
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事实上，现实世界中的许多利息计算并不遵循单利公式。更常见的情况是，银行将产生的利息存
回同一个账户，使这些额外收入也成为下一年的本金的一部分。再过一年，新的利息又会根据之
前赚取的利息来计算，如此反复。这种方法称为复利，因为每次计算利息时，都会将本金和此前
已经赚取的利息合并计算。

我们可以通过反复应用单利公式来推导复利公式。为此，假设初始投资为 P0，年利率为 r。一年
后，新的金额为

P1 = P0(1 + r).

为了计算再过一年后赚取的复利，我们第二次应用单利公式，但这次使用新的余额 P1，而不是最
初的 P0。经过简单整理，得到：

P2 = P1(1 + r) = P0(1 + r)(1 + r) = P0(1 + r)2.

如果继续这个过程，再过一年，我们会得到：

P3 = P2(1 + r) = P0(1 + r)3,

同样的推导适用于任意年数。一般而言，这个过程会产生一个关于时间的指数函数公式，而不是
线性公式。结果就是下面的复利公式。

复复复利利利

如果初始投资 P 按年利率 r 获得复利，并且每年复利计算一次，那么经过 t 个完整年度后的
金额为

A = P (1 + r)t.

对于整数值的 t，这个公式可以直接通过重复乘以 1 + r 得到。

举例来说，假设我们以 10% 的年利率存入 1000 美元。两年后，我们有

A = 1000(1.1)2 = 1000 · 1.21 = 1210.

经过五年的复利计算后，新的账户余额将为

1000(1.1)5 ≈ 1611,

这比使用单利得到的 1500 美元更多。

2.2 更更更频频频繁繁繁地地地计计计算算算复复复利利利

到目前为止，我们一直假设利息每年累计一次。现在假设银行决定每年支付两次利息，而不是一
次。那么，我们应该如何计算一年后的总利息呢？首先注意，如果 r 是年利率，那么半年后产生
的利息就是全年利息的一半。这意味着六个月后，我们的本金将乘以：

1 + r

2 .

一年之后，我们已经进行了两次这样的复利计算，因此总的乘数为：(
1 + r

2

)2
.
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如果将这个过程持续 t 年，那么累计金额的一般公式就变成：

A(t) = P

(
1 + r

2

)2t

.

我们可以将同样的推导推广到一年被划分成更多时间段的情况。下面的公式描述了每年计算 n 次
复利、持续 t 年后得到的总余额。

不不不同同同复复复利利利计计计算算算频频频率率率

设 P 为本金，r 为年利率，t 为以年为单位的时间。如果每年计算 n 次复利，那么在经过整
数个复利计算周期后，累计金额可以使用以下公式计算：

A = P

(
1 + r

n

)nt

.

2.3 指指指数数数常常常数数数

为了简单起见，我们考虑前面公式中的一种特殊情况：投资 1 美元，年利率为 100%，投资期限为
一年。换句话说，我们令 P = 1, r = 1, t = 1。如果每年只计算一次利息，那么累计金额 A 恰好是
2 美元，即最初的 1 美元，加上按 100% 的年利率赚取的额外 1 美元。

如果银行计算复利的频率越来越高，会发生什么呢？在这个特别简单的设定中，公式简化为：

An =
(

1 + 1
n

)n

.

现在，我们将不同的 n 值代入公式，看看会发生什么：

计计计算算算频频频率率率 支支支付付付次次次数数数 n 金金金额额额 An

每年一次 1 2
每半年一次 2 2.25
每月一次 12 2.61304
每周一次 52 2.69260
每天一次 365 2.71457
每小时一次 8760 2.718126692
每分钟一次 525600 2.718279243

...
...

...

看起来，增大 n 并不会让我们的钱无限增长。相反，这些数值似乎逐渐趋近于某个特定的数。事
实上，我们已经找到了那个特殊的数：e。我们可以通过下面的图像来理解它：
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随着 n 增大，红色曲线越来越接近蓝色虚线。这条虚线的高度就是 e 的值，大约为 2.71828 . . .。

数数数 e

指数常数 e 被定义为表达式 (
1 + 1

n

)n

在 n 越来越大时所趋近的数值。

正如我们在研究圆的几何性质时自然地遇到了 π 一样，当我们研究复利计算频率不断增加时，数
e 也会自然出现。这两个数都是无理数，而且我们将在第12讲中看到它们之间的联系。

2.4 关关关于于于 e 的的的代代代数数数运运运算算算

我们通过一段相当长的复利讨论引入了 e。但我们应该记住，e 只是一个正实数，其值大约为
2.7。因此，e 与其他所有正实数一样，满足完全相同的指数法则：

e0 = 1, exey = ex+y, (ex)y = exy.

例如，让我们化简以下表达式：

e3x · e2−x

ex+1 = e2x+2

ex+1 = e2x+2−(x+1) = ex+1.

再看另一个例子：
(e x

2 )4

e−x
= e2x

e−x
= e2x−(−x) = e3x.

最后，回顾第7讲中的恒等式 cos(2θ) = 1 − 2 sin2(θ)。利用这个恒等式，我们可以得到另一个涉及
之前学过的三角函数的例子：

e2 sin2(θ) · ecos(2θ) = e2 sin2(θ)+cos(2θ)

= e2 sin2(θ)+1−2 sin2(θ) = e.
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